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NOTACIÓN 
 
SÍMBOLOS 
 
γ Energía libre de frontera de grano 
γm Máxima energía libre de frontera de grano (expresión de Read-Shockley) 
θ Ángulo de desorientación entre dos estructuras cristalinas separadas por 
frontera de grano 
θm Ángulo de desorientación de transición entre LAGB y HAGB 
M Movilidad de frontera de grano 
Mn Máxima movilidad de frontera de grano (expresión de Humphreys) 
(hkl) Plano de separación entre dos estructuras cristalinas separadas por 
frontera de grano 
<abc> Vector de giro entre dos estructuras cristalinas separadas por frontera de 
grano 
ϕ Ángulo de giro (en fronteras giradas) entre dos estructuras cristalinas 
separadas por frontera de grano 
{ϕ1, ψ ,ϕ2} Ángulos de Euler 
{tx, ty, tz} Traslaciones de estructuras cristalinas respecto al plano de separación 
separadas por frontera de grano 
Σ Grado de coincidencia inversa en posición atómica con respecto al total 
de átomos en la frontera en el formalismo del CSL 
U Energía interna 
H Entalpía 
S Entropía 
F Energía libre de Helmholtz 
G Energía libre de Gibbs 
T Temperatura 
Tm Temperatura de fusión 
V≡Vij Potencial de pares en el potencial interatómico de Finnis-Sinclair 
ρ≡ρi Densidad de carga electrónica total 
a Parámetro de red de la estructura BCC 
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UNIDADES 
 
Longitud:  
m Metro 
Å Ångström = 10-10 m 
  
Tiempo:  
s Segundo 
Pcs Picosegundo = 10-12 s 
  
Masa:  
Kg Kilogramo 
  
Energía:  
J Julio.  1 J = kg m2/s2 
eV Electronvoltio = 1.602176462 · 10-19 J 
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ABREVIATURAS 
 
ODS Aleaciones endurecidas por dispersión de óxidos – Oxide dispersion 
strengthened 
BCC Estructura cúbica centrada en el cuerpo – Body centered cubic 
FCC Estructura cúbica centrada en el cuerpo – Body centered cubic 
HCP Estructura hexagonal compacta – Close packed hexagonal 
LAGB Fronteras de grano de ángulo bajo – Low angle grain boundary  
HAGB Fronteras de grano de ángulo alto – High angle grain boundary  
CSL Coincidence site lattice 
EAM Embedded Atom Model 
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1 INTRODUCCIÓN 
Los aceros ferrítico/martensíticos con alto contenido en cromo han tenido gran 
aplicabilidad en industrias petroquímica y energética debido a sus excelentes 
propiedades de resistencia a la corrosión y fluencia a altas temperaturas [1], como en 
centrales eléctricas [2] o en la industria nuclear [3]. Sus primeras aplicaciones en 
calderas y turbinas [4] contaban con un contenido en cromo en torno al 10-15%, aleado 
con pequeñas adiciones de molibdeno. La necesidad de reducir costes en plantas de 
producción eléctrica se tradujo en un aumento en eficiencia con el consecuente 
incremento en la temperatura de servicio. Esto requiere aceros más aleados con mayor 
resistencia a la fluencia. Por ello, pequeñas cantidades de vanadio, niobio, níquel y 
tungsteno, además de la presencia de una dispersión de óxidos ofrecen gran 
aplicabilidad, por ejemplo, en generadores de vapor en centrales nucleares. Su 
resistencia frente a bombardeo de neutrones de alta energía en servicios de alta 
temperatura (550-600 ºC) les hace también apropiados para su uso en los núcleos de 
reactores de fusión y fisión [4]. 
La segunda generación de este tipo de aceros son los denominados aceros o aleaciones 
ODS (endurecidas por dispersión de óxidos – oxide dispersion strengthened). Estos 
materiales son creados por aleación mecánica [2], una técnica en la que diferentes 
elementos de aleación en polvos (en estado sólido) son mezclados y deformados en un 
molino de alta energía hasta obtener una solución sólida en la que es posible la adición 
de óxidos estables a elevadas temperaturas. El tratamiento finaliza con un proceso de 
extrusión en caliente. El resultado es un material con una gran mejora en la resistencia y 
fluencia a temperaturas más altas que sus predecesores. Esto es debido a la gran 
estabilidad de los óxidos a esas temperaturas, por lo que el movimiento de dislocaciones 
y vacantes queda impedido por dichas partículas de tamaño nanométrico. Estas buenas 
propiedades les hacen especialmente atractivos en la industria energética debido a sus 
exigentes requerimientos, siempre en crecimiento. Por ejemplo, su aplicación 
intercambiadores de calor permite aumentar la temperatura de trabajo y así incrementar 
la eficiencia de las centrales térmicas [5]. 
Entre los aceros ODS más comúnmente usados están PM2000 (0.01C-20Cr-5Al-0.5Ti-
0.5Y2O3), MA956 (0.04C-20Cr-5Al-0.5Ti-0.5Y2O3) y MA957 (0.01C-14Cr-0.59Ti-
0.25Y2O3) [6]. El contenido en cromo garantiza la estabilidad de la estructura ferrítica 
hasta temperatura de fusión, y junto con el Aluminio, aumentan la resistencia a la 
corrosión. Los óxidos de ytrio mejoran la resistencia a la fluencia a altas temperaturas 
por su gran estabilidad. La aleación mecánica y extrusión final producen un material 
con una enorme cantidad de energía almacenada, además de una fuerte anisotropía, con 
sus granos elongados en la dirección de la extrusión. Esto hecho no siempre es deseable 
desde el punto de vista tecnológico, por lo que conseguir la morfología de grano 
adecuada a través del control microestructural tiene una gran importancia. La mejora 
que el control microestructural produce en las propiedades mecánicas, no solo para este 
tipo de aleaciones, sino para todos los materiales metálicos es de sobra conocida. Por 
ejemplo, con respecto al tamaño de grano, la relación de Hall-Petch [7,8] permite 
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describir el límite elástico del material directamente a través de una relación inversa con 
el tamaño de grano, así como ecuaciones similares modelan el comportamiento de la 
tensión de ruptura o la temperatura de transición dúctil-frágil [9]. La orientación 
cristalográfica y la tipología de las fronteras de grano tienen a su vez una marcada 
influencia en la resistencia a la fatiga, siendo la presencia de fronteras de ángulo alto 
responsables de su mejora [10]. La resistencia a la fluencia no solo está controlada por 
la dispersión de partículas, como se ha comentado anteriormente, sino que el tamaño y 
disposición de los granos afectan en gran medida [2]. En el caso de las ODS, su 
procesado produce una microestructura muy anisotrópica, con buenas propiedades de 
fluencia en la dirección de la extrusión, pero poco deseables en la dirección normal a 
ésta. El control de la microestructura ofrece la posibilidad de modificar las 
características del material, y así optimizar el producto final en función de los requisitos 
necesarios. 
Dos son los principales procesos térmicos que modifican la microestructura, la 
recristalización y el crecimiento de grano. En la recristalización, que se produce después 
de la restauración del material, la energía almacenada juega un papel fundamental al 
fomentar la nucleación de nuevos granos. Ocasionalmente ambos procesos ocurren 
simultáneamente, aunque es más común que el final de la recristalización coincida con 
el inicio del crecimiento de grano. Esto se debe a que la fuerza motriz que promueve 
cada uno, tiene órdenes de magnitud diferentes. La fuerza motriz o presión debida a la 
energía almacenada en el material en forma de dislocaciones puede alcanzar 10 MPa, 
mientras que la alojada en las fronteras de grano y responsable del crecimiento de grano 
tiene valores del orden de 10-2 MPa [11]. A medida que la fuerza motriz del primer 
proceso disminuye, la otra gana relevancia. No obstante, con mucha frecuencia estos 
procesos se pueden diferenciar y estudiar por separado. El método de estudio de estos 
procesos es principalmente bajo observación y experimentación, acompañado por 
modelos analíticos como el Johnoson-Mehl-Avrami-Kolmogorov (JMAK) [12], cuya 
ley exponencial estima la fracción de material recristalizado, o la muy conocida ley de 
crecimiento parabólico y sus modelos derivados [12] que ajustan el crecimiento de 
grano medio con el tiempo. A su vez, se han desarrollado métodos de simulación 
basados en dinámica de dislocaciones [13], simulaciones Montecarlo [14], Phase field 
[15] y Autómatas celulares [16] capaces de simular el proceso de recristalización bajo 
diferentes escenarios y suposiciones. Por otra parte, el crecimiento de grano permite el 
uso de una variedad más amplia de técnicas de simulación. Además de las utilizadas 
para recristalización, también aplicables a crecimiento de grano, existen otras como, 
Curvature driven front tracking [17], Continuum diffuse-interface field [18] y Vértex 
[19] por citar las más importantes. 
A pesar de existir una gran cantidad de estudios y resultados acerca de los procesos de 
recristalización y crecimiento de grano, existen todavía espacios vacíos por llenar, tanto 
desde el punto de vista de la simulación como del analítico. Por ejemplo, la inclusión de 
las fuerzas de arrastre de soluto [20] en las simulaciones de crecimiento de grano, 
realizada por primera vez en este trabajo. También, la muy estudiada fuerza de 
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pinzamiento de partículas [21], o la generalización de la ley de crecimiento parabólico 
para el caso de presencia de partículas (con presión de Zener) , cuyo resultado 
experimental se suele ajustar por un polinomio de grado n [12].  
La intención de este trabajo es el entendimiento y descripción de los procesos de 
crecimiento de grano en los sistemas Fe-Cr, con un claro objetivo final: el control 
micorestructural y posterior optimización de propiedades mecánicas. Las simulaciones 
realizadas se han llevado a cabo con el método Vértex [19], cuya aplicación ha sido ya 
utilizada con frecuencia y está bien establecida para modelizar el crecimiento de grano. 
Su metodología se basa en la discretización de las fronteras de grano utilizando nodos o 
vértices, sobre cuyas posiciones se aplica la presión debida a la curvatura de la frontera. 
La evolución de la microestructura con este método de simulación permite estudiar con 
todo detalle la morfología de sus granos, sus características, la dependencia temporal de 
tamaño de grano medio, así como las distribuciones estadísticas que la describen en 
cada momento. La microestructura evoluciona según los parámetros que controlan la 
presión ejercida sobre los nodos, a saber, la energía de frontera de grano y su movilidad, 
que han de ser determinadas previamente. 
La energía de frontera de grano es la energía libre extra asociada a la presencia de dicha 
frontera de grano, con la estructura cristalina como referencia. Dado que la naturaleza 
siempre tiende a estados de menor energía, la fuerza motriz aplicada a la frontera de 
grano está generada por la disminución de la energía total del sistema relativa a dicha 
frontera. La movilidad, por otro lado, es la facilidad y capacidad potencial que tiene la 
frontera para moverse y, por tanto, para evolucionar hacia esos estados de menor 
energía.  
La energía de frontera de grano es un parámetro relativamente bien conocido. Las 
fronteras de ángulo bajo, cuya desorientación no supera los 15º, son comúnmente 
definidas como una secuencia de dislocaciones separadas por una distancia 
(generalmente) constante [11,12,22], y su energía responde a la muy conocida ecuación 
de Read-Shockley [23]. La energía de las fronteras de ángulo alto puede variar, pero 
según esta misma relación, su valor es aproximadamente constante. Este resultado, 
aunque aproximado, es sólido pues los valores obtenidos en medidas experimentales 
coinciden con los calculados en simulaciones atomísticas [12,24-26].  
Por otra parte, la movilidad de las fronteras de grano es un parámetro cuya 
determinación plantea muchas cuestiones todavía sin responder. La movilidad viene 
definida por los mecanismos de migración de la frontera, que a pesar de la sencillez de 
la estructura cristalina, muestran una gran diversidad [11,22]. La relación entre dichos 
mecanismos y el valor de la movilidad es evidente, y sin embargo no está parametrizada 
adecuadamente. El estudio de este parámetro y de su relación con los mecanismos de 
migración desde el punto de vista experimental es todo un reto ya que hay que estudiar 
el movimiento de los átomos individualmente. En este campo, las simulaciones con 
Dinámica Molecular [27] han ayudado a su descripción y entendimiento, pero requieren 
de periodos de simulación muy largos y por tanto grandes recursos computacionales. 
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Los primeros trabajos, en los que se usan fronteras curvas para inducir la presión a la 
frontera, se remontan a 1990 [28] cuya técnica luego se consolidó en los trabajos de 
Upmanyu [29,30] en la que un bicristal en forma de U se mueve por la presión de su 
curvatura. Trabajos posteriores usaron fronteras planas donde se induce una tensión 
debida a un campo de deformación [31-33]. Sin embargo, no existe todavía una teoría 
bien establecida que enlace movilidad y mecanismos de migración de fronteras de 
grano. No es posible pues predecir la movilidad de una frontera dada por su estructura o 
por las relaciones cristalográficas entre ambas estructuras cristalinas. Esta Tesis aporta, 
por tanto, un estudio profundo de estos dos parámetros para su aplicación en las 
simulaciones de crecimiento de grano usando Dinámica Molecular, en una geometría de 
bicristal en forma de U. 
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1.1. ESTRUCTURA DE LA TESIS 
El trabajo aquí presentado tiene dos partes bien diferenciadas. La primera parte de la 
tesis corresponde al cálculo de la energía interna, energía libre y movilidad de frontera 
de grano en el sistema Fe-20Cr a varias temperaturas. La técnica principal utilizada es la 
Dinámica Molecular. Los resultados obtenidos permiten conocer el comportamiento y 
propiedades de las fronteras de grano en este sistema. No obstante, el número de 
posibles fronteras en el sistema es infinito y su descripción individualizada es, por tanto, 
imposible. Por ello, se ha escogido la familia de frontera giradas <110> debido a que 
contiene fronteras de ángulo bajo (dislocaciones), ángulo alto, fronteras singulares y sus 
vecinas (dislocaciones secundarias), y por tanto contiene la variedad necesaria que 
permite una buena descripción del sistema. Además, las fronteras contenidas en esta 
familia representan la mayoría de las fronteras que se presentan de manera natural en el 
tipo de material considerado en la tesis: una aleación ODS Fe-20Cr. Sus resultados se 
emplearán en la segunda parte, que estudiará el crecimiento de grano mediante el 
método de simulación Vértex. 
En esta segunda parte, se estudia inicialmente el crecimiento de grano sin fuerzas 
externas que modifican su evolución, y por lo tanto la única presión ejercida sobre las 
fronteras es la debida a la curvatura propia. Representa el caso de referencia, y ha 
permitido realizar un estudio estadístico detallado de las distribuciones de tamaños de 
grano. Posteriormente, se han incluido los efectos de pinzamiento de partículas y 
arrastre de soluto en el crecimiento de grano, donde los resultados obtenidos en el caso 
de referencia se han aplicado aquí. Los resultados sugieren la existencia de un único 
parámetro que describe la presencia de las fuerzas de pinzamiento, lo que ha permitido 
comparar con éxito con otros resultados experimentales y de simulación. A su vez, se 
han derivado expresiones analíticas que permiten la descripción física de estos efectos 
en el crecimiento de grano y representa la primera expresión explicita del crecimiento 
de grano bajo fuerzas de pinzamiento. 
Finalmente, se ha realizado la validación de los resultados obtenidos con datos de la 
aleación ODS Fe-Cr comercialmente conocida como PM2000, donde se han podido 
ligar los resultados de Dinámica molecular y Vértex, llevados a cabo con éxito en el 
trabajo. El trabajo realizado en esta tesis representa un estudio completo y original de 
las fronteras de grano y de su evolución bajo diferentes condiciones en aleaciones del 
sistema Fe-Cr. Finalmente, como se describe en la última sección de este manuscrito, a 
lo largo de las investigaciones realizada, se han generado temas de estudio para trabajos 
futuros, los cuales podrán complementar y ampliar este trabajo de tesis.  
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2 SIMULACIÓN POR DINÁMICA MOLECULAR DE FRONTERAS DE 
GRANO 
El estudio de las propiedades de las fronteras de grano ha experimentado un gran avance 
desde la aplicación de técnicas computacionales; en especial, las simulaciones 
atomísticas, que ocupan una posición de referencia en este campo. Los trabajos son 
numerosos y, de ellos, se puede extraer que el carácter de las fronteras de grano viene 
definido por el potencial químico que constituyen sus elementos y, en mayor medida, 
por su geometría. Es decir, dada una estructura cristalina (BCC, FCC, HCP…), el 
potencial químico inducirá variaciones pequeñas en la estructura de la frontera de grano, 
su grosor, energía, movilidad, etc., pero será la geometría definida por la desorientación 
entre las dos estructuras cristalinas a ambos lados de la frontera la que definirá en mayor 
medida estas características. Esta desorientación viene definida por un giro espacial que 
relaciona ambas estructuras cristalinas. El ángulo de giro, denominado ángulo de 
desorientación, es el parámetro más influyente en las propiedades de la frontera de 
grano. Las fronteras de ángulo bajo tienen ángulos de desorientación menores de 15º, y 
su estructura se compone de una concatenación de dislocaciones alineadas que forman 
la frontera. Sus propiedades (energía y movilidad) son diferentes de aquellas 
correspondientes a las fronteras de ángulo alto, cuyas desorientaciones son mayores que 
15º. En general, fronteras de bajo ángulo muestran baja energía y movilidad, mientras 
que fronteras de ángulo alto tienen alta energía y movilidad. Esta relaciones, aunque 
simples, son ampliamente aceptadas y sirven como referencia para describir la 
naturaleza de estos parámetros. La relación de Read-Shockley [23] describe de manera 
general la energía de frontera de grano γ para una gran variedad de materiales metales. 
Su expresión es: 
ߛ ൌ ߛ௠ ߠߠ௠ ൭1 െ log ൬
ߠ
ߠ௠൰൱
(1)
Donde θ es la desorientación de la frontera de grano, γm es el valor máximo que se da en 
la transición entre fronteras de ángulo bajo y alto, y θm es el valor del ángulo en dicha 
transición, cuyo valor es comúnmente 15º [12]. La curva de esta expresión se puede 
observar en la Figura 1a comparada con valores de energías de fronteras de grano 
medidas para diferentes metales. Por otro lado, la movilidad no tiene una expresión tan 
sencilla como la de la energía de grano, capaz de comprender tan diversos casos, ni 
siquiera para un mismo metal. Sirve como guía cualitativa la descripción de Humphreys 
[12] plasmada en la Figura 1b, en la que la región A indica la recuperación del material 
debida a la coalescencia de subgranos, C2 corresponde a las fronteras de ángulo muy 
bajo, C1 a las fronteras de ángulo bajo-medio y B corresponde a las de ángulo algo. 
Aquí, la transición coincide con el valor de desorientación θm definido para la Ecuación 
(1). 
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2.1  ESTRUCTURA Y CLASIFICACIÓN DE FRONTERAS DE GRANO 
Una frontera de grano se define como un conjunto de dislocaciones o defectos que 
forma en sí mismas una barrera física que separa dos estructuras cristalinas que pueden 
presentar fases iguales o diferentes. Es más común denominar “intercara” a dicha 
frontera si separa fases diferentes, reservando la denominación “frontera de grano” 
cuando separa las mismas estructuras cristalinas con diferentes orientaciones. Las 
fronteras estudiadas aquí corresponden a este segundo caso, donde ambas fases 
presentes tienen estructura cristalina BCC (Body Centered Cubic). La tipología y 
clasificación de estas fronteras son consecuencia de la estructura que, a su vez, está 
definida por ocho parámetros o grados de libertad. Los primeros cinco grados de 
libertad son macroscópicos y corresponden, dos de ellos, al plano de separación entre 
ambas estructuras cristalinas, definidos a través de su vector normal (hkl) (definido por 
dos parámetros pues es unitario), y tres de ellos a la mínima rotación necesaria para 
hacer coincidir ambas orientaciones, definidos, bien a través de los tres ángulos de Euler 
{ϕ1, ψ ,ϕ2}, o bien a través de un vector de giro <abc> (definido por dos parámetros 
pues es unitario) más un ángulo de giro. Éste ángulo de giro es de especial importancia 
y lo denotamos θ si es el mínimo ángulo de giro posible, pues en ese caso corresponde 
con la desorientación entre las dos estructuras cristalinas definida anteriormente. Los 
tres grados de libertad restantes son microscópicos y corresponden a traslaciones 
paralelas y perpendiculares {tx, ty, tz} de ambas estructuras cristalinas respecto al plano 
de separación. La estructura final puede verse influenciada por desplazamientos a nivel 
atómico que vendrán definidos por variables externas, como presión, temperatura, 
potenciales químicos o presencia de más de un elemento. 
A pesar de que una frontera viene definida por sus ocho parámetros, se ha visto a través 
de los trabajos de Read- Shockley [23] y Humphreys [34] como uno de ellos, θ el 
ángulo de desorientación entre ambas estructuras cristalinas, puede ser usado para 
clasificar las fronteras con respecto a sus propiedades. Así, las fronteras de ángulo bajo 
LAGB (Low Angle Grain Boundaries), consideradas con desorientaciones menores de 
15º, son una secuencia de dislocaciones que muestran baja energía y movilidad, 
mientras que las fronteras de ángulo alto HAGB (High Angle Grain Boundaries) tienen 
ángulos de desorientación mayores que 15º, están formadas por dislocaciones tan 
cercanas que forman una estructura más o menos desordenada y que tienen mayor 
energía y movilidad. Ésta pues es la primera y más sencilla clasificación de fronteras de 
grano. 
Una segunda clasificación viene definida por cuatro de sus cinco grados de libertad 
macroscópicos: el vector de giro <abc> y el plano de separación definido su vector 
normal (hkl). Define 3 tipos de fronteras, las denominadas fronteras giradas o twist 
boundaries, las fronteras inclinadas o tilt boundaries y las mixtas. Las fronteras giradas, 
son aquellas cuyo eje de giro es perpendicular al plano de corte que define la frontera. 
Las inclinadas, por el contrario, tienen el eje de giro contenido en el plano de corte. En 
éstas, si el plano de corte es tal que si una estructura cristalina es la imagen de la otra 
usando dicho plano como espejo, entonces se denominan fronteras inclinadas 
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simétricas. De otro modo, se llama asimétricas. Finalmente, las fronteras mixtas 
representan todas las demás. Dentro de esta clasificación, las fronteras inclinadas (tilt) 
(tanto simétricas como asimétricas) son las más comunes [36] representando más del 
80% del total. A pesar de que las fronteras denominadas especiales (fronteras inclinadas 
simétricas) son un caso muy concreto de frontera por su simetría geométrica, no difieren 
en el valor su propiedades generales más de un 10% [37] con respecto a las definidas 
como aleatorias (fronteras inclinadas no simétricas y mixtas). Se suma el hecho de que 
son éstas, con alto grado de simetría, las que tienen en ocasiones menores valores de 
energía, por lo que aparecen frecuentemente en la microestructura ya que el sistema 
tiende a la minimización energética. 
La tercera clasificación es geométrica y responde a la teoría del Coincident Site Lattice 
– CSL [38]. Ésta describe las fronteras a través de un parámetro Σ que denota el grado 
de coincidencia inversa en posición atómica con respecto al total de átomos en la 
frontera. Es decir, las dos orientaciones a ambos lados de la frontera comparten átomos 
en la frontera. Esta clasificación es fundamental para la simulación de fronteras de 
grano por dinámica molecular, pues las condiciones de contorno necesarias para que la 
simulación sea correcta son consecuencia de la periodicidad de la estructura estudiada, y 
por tanto es necesario conocer la coincidencia en posiciones atómicas para su 
simulación. Hasta este punto, salvo casos concretos, la clasificación por el tipo de giro 
efectuado o la nomenclatura CSL no hablan de las propiedades que se presentan en las 
fronteras de grano.  
Mencionábamos antes que las fronteras HAGB poseen, en general, valores más altos de 
energía y movilidad que las LAGB. Sin embargo, existen algunas fronteras de ángulo 
alto con muy bajo índice CSL que muestran baja energía de frontera de grano, a pesar 
de ser de alto ángulo. Se denominan pues fronteras singulares (singular HAGB) y 
muestran propiedades diferentes con respecto al resto de fronteras de ángulo alto. Por 
razones geométricas, no existen fronteras de ángulo bajo singulares, ya que los índices 
de coincidencia para ángulos bajos son siempre altos. 
A la hora de estudiar las propiedades de las fronteras en el sistema considerado, se ha 
elegido la familia fronteras inclinadas simétricas <110>, es decir, cuyo vector de giro es 
(1,1,0) o cualquiera de sus posibilidades equivalentes aplicando los operadores de 
simetría [39]. Los diferentes planos de corte, por definición de frontera girada simétrica, 
definen diferentes ángulos de giro ϕ (tilt angle), que producirán diferentes 
desorientaciones θ. La elección de esta familia de fronteras es muy conveniente por dos 
motivos fundamentales. El primero es que las aleaciones ODS creados por aleación 
mecánica tienen una marcada textura <110> [5]; por tanto sus granos tienen dicha 
dirección cristalográfica en común. Así pues, esta familia de fronteras es parte de las 
observadas en estas aleaciones. El segundo motivo es que dicha familia contiene 
LAGB, HAGB, fronteras singulares (coherentes y no coherentes) y sus vecinas (que 
contienen dislocaciones secundarias) [40]. Por lo tanto contiene una gran diversidad de 
fronteras, que combinado con el hecho de que las fronteras giradas representan más del 
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En este trabajo se ha realizado un cálculo de la energía interna para un amplio conjunto 
de fronteras de grano de la familia de fronteras simétricas giradas <110>, mientras que 
para el cálculo de la energía libre y de la movilidad, se ha seleccionado un menor 
número de estas fronteras. Estos cálculos se detallan a continuación. 
 
2.2 ENERGÍA INTERNA DE FRONTERA DE GRANO 
Tomando la estructura cristalina BCC como referencia, la energía de frontera de grano 
es la energía libre extra asociada a la desviación de las posiciones atómicas de los 
átomos de la frontera con respecto a dicha estructura cristalina ordenada. Al no estar 
éstos átomos en equilibrio, su energía es mayor que la de la estructura cristalina. 
Considerando la frontera como una superficie, la energía de frontera de grano es la 
cantidad de energía extra por unidad superficie. 
Debido a la importancia de esta magnitud, en la comunidad científica se han realizado 
numerosas investigaciones con el objetivo de estudiar la relación entre las propiedades 
de las fronteras de grano y su propia energía. En este sentido, destacan los trabajos de 
Wolf [41,42], Sutton [22] y Gottstein [11] entre otros. Los resultados de estas 
investigaciones permiten concluir que las fronteras de ángulo bajo presentan baja 
energía (~0.5-1 J/m2), mientras que las de ángulo alto tienen alta energía (~1-1.5 J/m2). 
La evolución entre una y otra sigue la relación de Read-Shockley [12] (ecuación )), en 
la que la energía es función del ángulo de desorientación. 
En el caso de estructuras BCC en hierro puro, destacan los trabajos de Shibuta [40], en 
los que se han estudiado varias familias de fronteras de grano simétricas con Dinámica 
Molecular usando el potencial de Finnis-Sinclair en hierro [43]. En la Figura 3 se 
muestran los resultados de energía de frontera de grano, obtenidos por simulación en las 
familias simétricas inclinadas <100>, <110>, <111> y <112>. El rango de temperaturas 
estudiado no supera el de transformación a fase FCC (0.65 de la temperatura de fusión 
del hierro). Dado que el potencial de Finnis-Sinclair no predice ningún cambio de fase, 
no sería estrictamente correcto calcular la energía de frontera de grano en hierro puro a 
temperaturas donde el hierro transforma a FCC. 
Como se puede observar en esta figura, el comportamiento de todas las familias para 
ángulos de desorientación bajos (LAGB) responde a la relación de Read-Shockley [12]. 
El comportamiento de los HAGB es, en general, similar con estructuras de fronteras de 
grano que producen valor de energía interna en torno a 1.5 J/m2. Es fácilmente 
observable el carácter especial de la familia <110> (Figura 3b), en la que la aparición de 
las fronteras singulares Σ3 pone de manifiesto su especial naturaleza. No siempre una 
frontera singular muestra baja energía, puesto que depende del plano de corte, pero al 
revés, una baja energía de un HAGB sí corresponde a una frontera singular o a sus 
vecindades. 
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definidos por la energía potencial de los campos de fuerza moleculares. El porqué de la 
simulación y no del estudio teórico radica en la complejidad de los sistemas de estudio y 
a la ausencia de una solución exacta de estos sistemas complejos. Esto quedó patente en 
la demostración de no resolubilidad del problema de tres cuerpos en dinámica orbital, 
cuyo análisis y estudio ocupó gran parte del siglo XIX y que finalmente Poincaré 
consiguió resolver a finales de siglo. A pesar del resultado negativo obtenido, se creó 
una gran teoría de la dinámica, gracias a la cual (a diferencia de los potenciales) se ha 
podido avanzar enormemente y aplicar todos sus resultados para crear la Dinámica 
Molecular. El uso de las ecuaciones de Newton a nivel atómico para aproximar el 
movimiento de átomos es correcto siempre y cuando las propiedades del sistema no 
estén relacionadas con el movimiento de átomos ligeros o vibraciones de alta frecuencia 
[27]. Para casos de equilibrio, las trayectorias atómicas corresponden a la colectividad o 
ensamblaje microcanónico de la mecánica estadística, en el que el número de partículas, 
volumen y energía son fijos (NVE) pero no la presión. No obstante, para sistemas en los 
que la energía es una magnitud de estudio, la presión tiene que ser nula (o residual) y 
los ensamblajes deben ser barostáticos (NPT), con lo que la presión se modifica a través 
de un cambio de volumen. 
Para llevar a cabo la simulación de los sistemas se ha hecho uso del paquete de 
simulación molecular DL_POLY [35] desarrollado en el laboratorio de Daresbury por 
I.T. Todorov y W. Smith. Está escrito en el lenguaje de programación Fortran y su 
implementación con MPI (Message Passing Interface) permite el uso de grandes 
servidores para cálculos masivos en paralelo. Así mismo, el paquete de simulación 
permite la elección de una variedad de ensamblados entre el que se encuentra el 
requerido para las simulaciones de frontera de grano. 
De todos los potenciales usados en Dinámica Molecular, los más utilizados para 
fronteras de grano son los EAM (Embedded Atom Model), basados en la descripción de 
la energía entre dos átomos. Usando las leyes hamiltonianas, su derivación permite el 
cálculo de las fuerzas que actúan en cada átomo. Así pues, el potencial usado para la 
simulación es un EAM en la forma desarrollada por Finnis-Sinclair [43], que resulta 
muy adecuado por la correcta descripción de las propiedades del material y a su forma 
funcional simple. Es un potencial de corto alcance, donde la interacción de cada átomo 
con sus vecinos no supera los 6.5 Å de distancia, por lo que el coste computacional es 
razonable para sistemas con decenas de miles de átomos. Dicho potencial relaciona la 
interacción átomo-átomo a través de la energía potencial E, y viene descrito por la 
expresión: 
ܧ ൌ 12෍෍ ௜ܸ௝ሺݎ௜௝ሻ௝
൅෍ܨሺߩ௜ሻ
௜௜
 (3)
Donde Vij representa el potencial de pares {i, j} e incorpora interacciones repulsivas 
electroestáticas y de superposición. Está descrito por un polinomio cuartico que depende 
de la distancia entre dos átomos r: 
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ܸሺݎሻ ൌ ൜ሺݎ െ ܿሻଶሺܿ଴ ൅ ܿଵݎ ൅ ܿଶݎଶሻ ; ݏ݅ ሺݎ ൑ ܿሻ																					 0 ; ݏ݅ ሺݎ ൐ ܿሻ ൠ (4)
Aquí, c representa un parámetro de corte (cutoff parameter) relativo a la distancia de 
dos átomos. Es decir, si dos átomos están a una distancia mayor que c, no interactúan. 
Aunque en un sistema físico real dos átomos siempre tienen atracción 
independientemente de su distancia, su interacción puede considerase nula ya que su 
fuerza de interacción es despreciable. Por ello, la definición de un parámetro de corte es 
realista y a la vez necesaria ya que simplifica drásticamente el cálculo de grandes 
sistemas. El polinomio se completa con los parámetros c1, c2 y c3 que ajustan el 
potencial para cada tipo de átomo. La densidad de carga electrónica total en el átomo i 
se denota como ρi y es descrita por: 
ߩ௜ ൌ ෍ ߩ௜௝ሺݎ௜௝ሻ
௝ୀଵ,௝ஷ௜
 (5)
Donde 
ߩ௜௝ሺݎሻ ൌ ቐ ሺݎ െ ݀ሻ
ଶ ൅ ߚ ሺݎ െ ݀ሻ
ଷ
݀ ; ݏ݅ ሺݎ ൑ ݀ሻ
																				 0 ; ݏ݅ ሺݎ ൐ ݀ሻ
ቑ (6)
Un parámetro de corte d diferente al del potencial de pares define el rango de esta 
función que describe la energía embebida a través de: 
ܨሺߩ݅ሻ ൌ െAඥߩ݅ (7)
Los parámetros para la interacción Fe-Fe y Cr-Cr se muestran en la Tabla 1 y fueron 
definidos en el trabajo original de Finnis y Sinclair [43,45]. La interacción Fe-Cr ha 
sido calculada usando la regla de Lorentz–Berthelot [46] que define los parámetros del 
potencial de Finnis-Sinclair a través de reglas simples descritas, tal como se describe en 
la Ecuación (8), a partir de los parámetros originales de Fe-Fe y Cr-Cr. A pesar de que 
esta regla fue diseñada originalmente para el potencial de Lennard-Jones su adaptación 
en el potencial de Finnis-Sinclair es adecuada puesto que se ha visto que describe 
correctamente las propiedades del sistema Fe-Cr [44]. Además, estos parámetros 
mantienen estable la estructura BCC hasta temperatura de fusión, por lo que son 
adecuados para la simulación de aleaciones monofásicas como el sistema Fe-20Cr. Las 
relaciones que definen el potencial interatómico están descritas a continuación: 
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La Figura 6 muestra el comportamiento de las funciones que definen el potencial de 
Finnis-Sinclair, descritas en las ecuaciones (4)(5)(6)(7), con los parámetros 
correspondientes a las interacciones Fe-Fe, Cr-Cr, extraidos del trabajo original de 
Finnis y Sinclair [43,45]) y las interacciones Fe-Cr, calculados con las relaciones de la 
ecuación (8), cuyos valores se muestran en la Tabla 1. Con estos parámetros, la 
temperatura de fusión de la aleación simulada (Fe-20Cr) fue calculada por Shibuta en 
[44] y su valor aproximado es 2400 K. Esta temperatura está sobreestimada ya que la 
temperatura de fusión en un sistema Fe-Cr ronda los 1800 K [44] (ver Figura 4). Es por 
tanto necesario normalizar la temperatura de trabajo a la de fusión del material Tm. por 
lo que se referirá siempre como fracción de Tm. 
Tabla 1: Parámetros del potencial de Finnis-Sinclair para las interacciones Fe-Fe, Cr-Cr y Fe-Cr 
 Fe* Cr* Fe-Cr**  
A 1.828905 1.453418 1.6411615 eV 
β 1.8 1.8 1.8 (adimensional) 
c0 1.2371147 29.1429813 6.00443257 (adimensional) 
c1 -0.3592185 -23.3975027 -3.28208303 (adimensional) 
c2 -0.0385607 -4.757897 0.39655764 (adimensional) 
c 3.4 2.9 3.150 Å 
d 3.569745 3.915720 3.7427325 Å 
*Extraídos del trabajo original de Finnis y Sinclair [43] [45] 
**Calculados según la regla de Lorentz–Berthelot [46] 
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mediante un plano definido por los índices de Miller (h,k,l). Por lo tanto, el ángulo de 
giro que define la frontera es ϕ y se define como: 
cosሺ߶ሻ ൌ |ܾ݄ െ ܽ݇|ඥሺܽଶ ൅ ܾଶሻሺ݄ଶ ൅ ݇ଶ ൅ ݈ଶሻ
(10) 
donde <h,k,l> = <1,1,0>. No debe confundirse el ángulo de giro ϕ con el ángulo de 
desorientación θ, que aunque coincidan en muchos casos, no tienen por qué ser iguales. 
La relación entre ambos para la familia de fronteras estudiadas se muestra en la Tabla 2.  
Al rotar una red cristalina sobre otra se observa que, bajo ciertos ángulos, los puntos de 
la red 1 coinciden con los de la red 2. Estos puntos coincidentes forman una 
superestructura denominada coincident site lattice (CSL). El recíproco del número de 
lugares de coincidencia se describe como el parámetro Σ de la teoría CSL. Así pues, 
cuando más bajo sea el número, más coincidencias en posiciones atómicas de ambas 
estructuras tiene la frontera de grano. Todas las simulaciones de fronteras de grano (con 
condiciones periódicas en las 3 direcciones espaciales) están ligadas a la teoría del CSL 
pues solo fronteras descritas a través del formalismo CSL tienen la periodicidad 
requerida para la creación de condiciones de contorno periódicas en las tres direcciones 
espaciales. El índice Σ no debe tener un valor muy elevado, pues la simulación 
requeriría condiciones de contorno periódicas con unas dimensiones de simulación 
impracticables por el número de átomos involucrados. La simetría de la familia 
estudiada permite encontrar fronteras con índices Σ razonables y que posibilitan cubrir 
ángulos de 0° a 180° con diferencias no superiores a 5°. Los índices del CSL así como 
las dimensiones de cada frontera de grano se encuentran reportadas en el trabajo de 
Shibuta [40] y están resumidas en la Tabla 2. A modo de ejemplo, la Figura 10 muestra 
la estructura de las fronteras de grano para desorientaciones de ángulo bajo ϕ ≈ 11° Σ99 
, ϕ≈168° Σ99 , frontera de ángulo alto ϕ≈ 44° Σ57 , ϕ≈ 35° Σ89  y frontera singular ϕ≈ 
109° Σ3,  descritas en la Tabla 2. 
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Tabla 2: Desorientación, Angulo de giro, índices de Miller, índice Σ, dimensiones de las simulaciones y 
número de átomos para la familia simétrica <110>. 
Desorien-
tación  
θ (°) 
Ángulo 
de giro 
ϕ (°) 
(hkl) Σ Periodo X 
(Å) 
Periodo Y 
(Å) 
Periodo Z 
(Å) 
Numero de 
átomos 
11.5 11.5 (7 7 1) 99 40.5879 40.3845 171.3368 23760 
20.05 20.05 (4 4 1) 33 40.5879 46.632 164.8689 26400 
26.5 26.5 (3 3 1) 19 32.4703 35.3837 125.1004 12160 
31.5 31.5 (5 5 2) 27 28.4116 29.8259 126.5406 9072 
34.8 34.8 (9 9 4) 89 28.4116 27.0755 114.8717 7476 
38.9 38.9 (2 2 1) 9 24.3528 36.5291 137.76 10368 
44.00 44.00 (7 7 4) 57 40.5879 43.336 183.8593 27360 
50.4 50.4 (3 3 2) 11 36.5291 38.0749 134.6149 15840 
55.8 55.8 (4 4 3) 41 28.4116 25.989 110.2618 6888 
58.9 58.9 (5 5 4) 33 32.4703 32.9738 139.8959 12672 
60 70.5 (1 1 1) 3 32.4703 35.1502 119.3037 11520 
60.7 80.6 (5 5 6) 43 36.5291 37.6397 159.6917 18576 
62.6 90.5 (7 7 10) 99 28.4116 28.5561 161.5379 11088 
60.7 99.3 (3 3 5) 43 28.4116 26.6153 112.9191 7225 
60.4 102.1 (4 4 7) 81 36.5291 36.5291 103.32 11664 
60 109.4 (1 1 2) 3 34.7969 32.4703 140.6007 13260 
60.3 115.6 (4 4 9) 113 40.5879 43.1456 183.0511 27120 
58.9 121.01 (2 2 5) 33 40.5879 46.632 197.8427 31680 
55.9 124.1 (3 3 8) 41 36.5291 36.7539 155.9337 17712 
50.4 129.5 (1 1 3) 11 40.5879 40.3845 152.2994 21120 
38.9 141.05 (1 1 4) 9 32.4703 34.44 121.7638 11520 
31.6 148.4 (1 1 5) 27 40.5879 42.1802 149.1296 21600 
20.05 159.9 (1 1 8) 33 32.4703 32.9738 139.8959 12672 
11.5 168.4 (1 1 14) 99 28.4116 28.5561 161.5379 11088 
10.1 169.8 (1 1 16) 129 32.4703 32.5969 184.3961 16512 
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0.08 Tm, 0.16 Tm, 0.25 Tm, 0.33 Tm, 0.41 Tm, 0.5 Tm, 0.58 Tm, 0.66 Tm, 0.75 Tm, 0.83 Tm y 
0.91. El cálculo de la energía interna de frontera de grano γU para cada caso y 
temperatura necesitan del cálculo del área de la superficie definida por la frontera A y la 
energía total del sistema Utot. Éstos parámetros y magnitudes junto con el cálculo final 
de la energía interna de frontera de grano γU aplicando la Ecuación (9) para cada caso y 
temperatura queda descrito en la Tabla 3, Tabla 4, Tabla 5 y Tabla 6 . Los resultados de 
la energía interna de frontera de grano se muestran en la Figura 13. 
 
Tabla 3: Resultados de las simulaciones para el cálculo de la energía de frontera de grano de la familia 
simétrica <110>: ángulo de giro, área y energía a temperatura definida. Parte 1: 0 Tm – 0.16 Tm. La 
desorientación asociada al ángulo de giro de cada frontera se encuentra en la Tabla 2. 
 0 Tm 0.08 Tm 0.16 Tm 
 Ecoh 
BCC  -4.2231   -4.1711   -4.1182  
ϕ (°) Área 
 (Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
Área  
(Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
Área  
(Å2) 
Utot  
(eV) 
γU 
(J/m-2) 
11.5 1668 -100120 1.056 1672 -98884 1.064 1677 -97622 1.087 
20.05 1927 -111150 1.408 1932 -109780 1.401 1938 -108390 1.371 
26.5 1171 -51135 1.487 1174 -50511 1.432 1177 -49875 1.381 
31.5 864 -38156 1.443 866 -37680 1.484 868 -37202 1.465 
34.8 784 -31434 1.406 786 -31049 1.369 788 -30659 1.312 
38.9 907 -43624 1.419 909 -43095 1.333 911 -42549 1.31 
44.00 1791 -115230 1.399 1796 -113810 1.392 1801 -112360 1.402 
50.4 1418 -66643 1.414 1421 -65831 1.351 1425 -64994 1.344 
55.8 753 -28961 1.356 755 -28613 1.249 756 -28252 1.213 
58.9 1091 -53343 1.26 1094 -52684 1.263 1097 -52017 1.237 
70.5 1163 -48447 1.396 1166 -47852 1.37 1169 -47248 1.331 
80.6 1400 -78224 1.279 1404 -77262 1.26 1407 -76279 1.262 
90.5 826 -46698 1.234 828 -46118 1.272 831 -45532 1.264 
99.3 771 -30388.5 1.235 772 -30021 1.154 775 -29645 1.088 
102.1 1360 -49058 1.177 1363 -48480 1.011 1367 -47870 0.968 
109.4 1140 -55913 0.589 1143 -55223 0.599 1146 -54531 0.537 
115.6 1782 -114315 0.961 1786 -112900 0.989 1791 -111469 0.972 
121.01 1927 -133513 1.135 1932 -131872 1.114 1937 -130222 1.009 
124.1 1367 -74573 1.322 1371 -73628 1.467 1375 -72707 1.372 
129.5 1670 -88887 1.458 1674 -87792 1.446 1678 -86680 1.42 
141.05 1140 -48443 1.452 1143 -47841 1.475 1146 -47237 1.435 
148.4 1744 -90911 1.41 1749 -89788 1.412 1753 -88649 1.395 
159.9 1090 -53301 1.57 1093 -52644 1.558 1096 -51973 1.56 
168.4 826 -46702 1.196 828 -46129 1.166 831 -45529 1.293 
169.8 1077 -69590 1.05 1080 -68738 1.006 1083 -67861 1.032 
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Tabla 4: Resultados de las simulaciones para el cálculo de la energía de frontera de grano de la familia 
simétrica <110>: ángulo de giro, área y energía a temperatura definida. Parte 2: 0.25 Tm – 0.41 Tm. La 
desorientación asociada al ángulo de giro de cada frontera se encuentra en la Tabla 2. 
 0.25 Tm 0.33 Tm 0.41 Tm 
 Ecoh 
BCC  -4.0648   -4.0107   -3.9558  
ϕ (°) Área 
 (Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
Área  
(Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
Área  
(Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
11.5 1682 -96348 1.104 1687 -95060 1.111 1692 -93755 1.113 
20.05 1943 -106980 1.364 1949 -105560 1.324 1955 -104110 1.325 
26.5 1180 -49228 1.358 1184 -48567 1.373 1188 -47903 1.346 
31.5 871 -36722 1.416 874 -36230 1.42 876 -35734 1.4 
34.8 791 -30258 1.322 793 -29856 1.292 795 -29442 1.326 
38.9 914 -41998 1.279 917 -41445 1.204 919 -40877 1.193 
44.00 1806 -110910 1.345 1811 -109430 1.338 1817 -107930 1.327 
50.4 1429 -64159 1.276 1433 -63293 1.321 1437 -62420 1.338 
55.8 758 -27891 1.135 761 -27516 1.154 763 -27140 1.13 
58.9 1100 -51339 1.24 1103 -50655 1.223 1106 -49960 1.217 
70.5 1173 -46632 1.329 1176 -46012 1.302 1180 -45384 1.269 
80.6 1412 -75286 1.259 1416 -74284 1.236 1420 -73262 1.247 
90.5 833 -44941 1.246 835 -44346 1.195 838 -43736 1.205 
99.3 777 -29257 1.105 779 -28872 1.041 781 -28475 1.044 
102.1 1371 -47248 0.958 1375 -46614 0.971 1379 -45972 0.979 
109.4 1150 -53821 0.542 1153 -53102 0.554 1157 -52372 0.563 
115.6 1796 -110027 0.936 1802 -108545 0.999 1807 -107094 0.831 
121.01 1943 -128541 0.956 1948 -126830 0.937 1954 -125090 0.943 
124.1 1379 -71771 1.306 1383 -70816 1.282 1387 -69820 1.417 
129.5 1683 -85554 1.403 1688 -84417 1.37 1693 -83258 1.366 
141.05 1149 -46627 1.392 1153 -46008 1.356 1156 -45373 1.371 
148.4 1758 -87497 1.38 1764 -86329 1.371 1769 -85146 1.356 
159.9 1100 -51304 1.495 1103 -50646 1.289 1107 -49948 1.303 
168.4 833 -44945 1.208 835 -44343 1.223 838 -43740 1.166 
169.8 1086 -66981 1.012 1089 -66092 0.975 1093 -65199 0.875 
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Tabla 5: Resultados de las simulaciones para el cálculo de la energía de frontera de grano de la familia 
simétrica <110>: ángulo de giro, área y energía a temperatura definida. Parte 3: 0.5 Tm – 0.66 Tm. La 
desorientación asociada al ángulo de giro de cada frontera se encuentra en la Tabla 2. 
 0.5 Tm 0.58 Tm 0.66 Tm 
 Ecoh 
BCC  -3.9   -3.8431   -3.7850  
ϕ (°) Área 
 (Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
Área  
(Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
Área  
(Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
11.5 1698 -92427 1.118 1703 -91079 1.1 1710 -89694 1.113 
20.05 1961 -102630 1.348 1968 -101130 1.338 1975 -99591 1.351 
26.5 1191 -47225 1.338 1196 -46520 1.423 1200 -45811 1.432 
31.5 879 -35229 1.383 882 -34711 1.397 885 -34182 1.408 
34.8 798 -29028 1.289 801 -28601 1.302 804 -28164 1.322 
38.9 922 -40301 1.166 925 -39710 1.174 929 -39097 1.258 
44.00 1823 -106400 1.336 1829 -104840 1.349 1836 -103230 1.429 
50.4 1442 -61545 1.283 1447 -60642 1.291 1452 -59733 1.221 
55.8 765 -26757 1.112 768 -26366 1.1 771 -25968 1.071 
58.9 1110 -49255 1.196 1113 -48536 1.181 1117 -47800 1.173 
70.5 1184 -44745 1.238 1187 -44084 1.274 1192 -43417 1.251 
80.6 1425 -72226 1.239 1430 -71167 1.249 1435 -70091 1.223 
90.5 841 -43118 1.192 844 -42487 1.192 847 -41840 1.211 
99.3 784 -28063 1.13 787 -27660 1.046 789 -27240 1.044 
102.1 1383 -45328 0.936 1388 -44663 0.942 1393 -43982 0.956 
109.4 1160 -51634 0.549 1164 -50868 0.628 1169 -50107 0.557 
115.6 1813 -105544 0.987 1819 -104033 0.846 1826 -102428 0.967 
121.01 1960 -123319 0.951 1967 -121508 0.985 1974 -119677 0.937 
124.1 1391 -68857 1.266 1396 -67847 1.277 1401 -66820 1.257 
129.5 1699 -82079 1.363 1705 -80874 1.376 1711 -79633 1.433 
141.05 1160 -44732 1.353 1164 -44073 1.375 1168 -43395 1.428 
148.4 1775 -83937 1.367 1781 -82701 1.397 1787 -81446 1.39 
159.9 1110 -49239 1.312 1114 -48507 1.389 1118 -47774 1.358 
168.4 841 -43117 1.202 843 -42507 1.004 847 -41863 0.994 
169.8 1096 -64261 0.992 1100 -63321 0.996 1104 -62377 0.877 
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Tabla 6: Resultados de las simulaciones para el cálculo de la energía de frontera de grano de la familia 
simétrica <110>: ángulo de giro, área y energía a temperatura definida. Parte 4: 0.75 Tm – 0.91 Tm. La 
desorientación asociada al ángulo de giro de cada frontera se encuentra en la Tabla 2. 
 0. 75 Tm 0.83 Tm 0.91 Tm 
 Ecoh 
BCC  -3.7256   -3.6641   -3.6003  
ϕ (°) Área 
 (Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
Área  
(Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
Área  
(Å2) 
Utot  
(eV) 
γU  
(J/m-2) 
11.5 1717 -88266 1.182 1724 -86781 1.295 1733 -85169 1.724 
20.05 1983 -97999 1.437 1991 -96330 1.621 2002 -94507 2.159 
26.5 1205 -45076 1.508 1210 -44296 1.72 1216 -43457 2.121 
31.5 888 -33634 1.482 893 -33048 1.731 897 -32425 2.112 
34.8 807 -27702 1.492 810 -27228 1.632 814 -26708 2.042 
38.9 932 -38479 1.269 937 -37820 1.451 941 -37131 1.672 
44.00 1843 -101600 1.44 1851 -99878 1.612 1860 -98030 2.036 
50.4 1458 -58796 1.191 1463 -57817 1.22 1471 -56705 1.759 
55.8 774 -25558 1.073 777 -25121 1.212 781 -24660 1.421 
58.9 1122 -47039 1.223 1127 -46235 1.399 1133 -45375 1.749 
70.5 1197 -42718 1.341 1202 -41996 1.431 1208 -41235 1.591 
80.6 1440 -68967 1.329 1446 -67814 1.39 1454 -66570 1.698 
90.5 850 -41181 1.206 853 -40494 1.257 857 -39757 1.519 
99.3 792 -26808 1.066 796 -26349 1.214 800 -25875 1.334 
102.1 1399 -43278 1.013 1404 -42560 1.018 1411 -41773 1.251 
109.4 1173 -49301 0.681 1177 -48481 0.712 1183 -47622 0.789 
115.6 1833 -100818 0.956 1840 -99158 0.928 1849 -97405.6 1.01 
121.01 1982 -117767 1.045 1990 -115796 1.14 1998 -113773 1.134 
124.1 1407 -65753 1.333 1413 -64640 1.469 1421 -63409.9 2.017 
129.5 1718 -78364 1.491 1726 -77002 1.784 1735 -75555 2.227 
141.05 1173 -42699 1.499 1179 -41947 1.792 1184 -41151 2.191 
148.4 1795 -80125 1.549 1802 -78759 1.717 1812 -77258 2.243 
159.9 1123 -47000 1.5 1128 -46207 1.597 1133 -45343 1.975 
168.4 850 -41186 1.159 854 -40497 1.228 857 -39773 1.37 
169.8 1108 -61390 0.914 1113 -60366 0.98 1118 -59287 1.149 
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Las fronteras singulares muestran resultados igualmente interesantes. Estas fronteras 
corresponden con la notación <110>(112) 109.47° Σ3 y <110>(111) 70.53° Σ3, siendo 
la primera coherente y la segunda incoherente. La singularidad se debe al bajo índice Σ 
que tienen. La Figura 16 muestra claramente el porqué del carácter coherente de la 
frontera <110>(112) 109.47° Σ3. Su configuración es tal que los átomos de la frontera 
apenas muestran energía superior a la que tienen aquellos en equilibrio en estructura 
BCC. Este hecho corresponde con el drástico descenso en el valor de energía que 
muestra la Figura 13 para el ángulo ϕ =109°, para el cual su energía corresponde con 
valores similares a los de un LAGB. Sin embargo, la condición de frontera singular no 
implica una menor energía de frontera de grano. El caso <110>(111) 70.53° Σ3 es 
también una frontera singular y tiene una energía similar al resto de fronteras de ángulo 
alto, pues es una frontera singular incoherente. Ambas fronteras singulares tienen la 
misma desorientación, es decir, el mismo vector de giro <abc> y ángulo de 
desorientación , pero sus correspondientes planos de separación (hkl) son diferentes, 
con un ángulo entre ellos de 90º. Este hecho puede observarse en la Figura 16, donde se 
muestran las estructuras de ambas fronteras singulares. Allí se muestra que la 
orientación relativa a ambos lados de cada frontera es común en los dos casos y que los 
planos de separación forman 90º, tal y como se ha representado en la Figura 16c con 
una superposición gráfica de las dos fronteras, de manera que una de ellas se ha girado 
90º.  
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temperaturas hasta 0.5 Tm [51]. Para temperaturas superiores, la precisión de su cálculo 
se considera cuestionable. Para este rango de temperaturas, se hace uso de la integración 
termodinámica que extiende el cálculo de la energía libre hasta la temperatura de fusión, 
ofreciendo mejores resultados para altas temperaturas que para bajas [52], lo cual hace 
que ambos métodos se complementen bien. 
En las simulaciones de frontera de grano realizadas para este trabajo, se ha considerado 
un ensamblaje barostático, lo que significa que la presión en el sistema simulado es 
residual P ≈ 0, una vez alcanzado el equilibrio. Este hecho permite relacionar 
directamente la energía libre de Helmholtz F con la energía libre de Gibbs G = F+ P·V 
≡ F, y por tanto, el estudio de la energía libre de Helmholtz es suficiente para el estudio 
de movilidad en fronteras de grano. Denotaremos pues γ la energía libre de frontera de 
grano, independientemente de si procede del cálculo de la energía libre de Helmholtz o 
de Gibbs. 
La energía libre de Helmholtz de frontera de grano γ fue descrita en el trabajo  de Frolov 
y Mishin para el cálculo de intercaras [52] y su expresión queda plasmada en la 
siguiente ecuación: 
ሺߛܣሻ் ൌ ሺߛܣሻ బ் ቆ
ܶ
ܶ0ቇ ൅ ܶන ቈെቆ
ܷߛ
ܶ′2ቇ ൅ ቆ
2ߙ߬ܣ
ܶ′ ቇ݀ܶ′቉
ܶ
ܶ0
(11)
Donde T0 es la temperatura de referencia, que en este estudio es la mayor a la que se ha 
calculado la energía libre por la aproximación cuasi-armónica T0 = 0.5 Tm. El parámetro 
ߙ ൌ ሺ߲ܽ ߲ܶ⁄ ሻ ܽ⁄  está definido por el factor linear de expansión térmica en la estructura 
cristalina libre de tensiones, τ es la tensión interfacial y A representa la superficie de la 
frontera, que varía con la temperatura, acorde al coeficiente de expansión térmico 
calculado. Así mismo ( A)T corresponde al producto de ambas cantidades definidas a 
temperatura T. En el caso del producto ( A)T0, el valor de T0 es el obtenido mediante la 
aproximación cuasi-armónica para T = T0 y es el valor de referencia para la integración 
termodinámica a temperaturas elevadas de la energía libre. Finalmente, Uγ es la energía 
interna, la cual se ha calculado con anterioridad para el estudio de las fronteras de 
grano. Igualmente, los parámetros α y τ, necesarios para el cálculo de γ han sido 
extraídos de las simulaciones por Dinámica molecular de las fronteras de grano y el 
cálculo de la energía interna. Como se ha comentado en párrafos anteriores, las 
simulaciones realizadas obtienen un valor de la presión residual, por lo que la tensión τ 
en la frontera también puede ser considerada nula.   
Las dos siguientes subsecciones contienen, primero, el cálculo de la energía libre a 
través de la aproximación cuasi-armónica hasta temperatura homóloga 0.5 Tm, y 
segundo, la integración termodinámica cuyo valor de energía libre de referencia es el 
obtenido en la primera parte del cálculo. 
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2.3.1 APROXIMACIÓN CUASI-ARMÓNICA E INTEGRACIÓN 
TERMODINÁMICA. RESULTADOS DE LA ENERGÍA LIBRE. 
Los cálculos de la aproximación cuasi-armónica han sido realizados por medio del 
paquete de simulación GULP (General Utility Lattice Program) [53] en cajas de 
simulación de menores dimensiones que las utilizadas para las simulaciones de fronteras 
de grano iniciales con  Dinámica molecular. Esto ha sido necesario debido al gran coste 
computacional y de uso de memoria que requiere esta clase de simulación. Las cajas 
cuentan con un número de átomos que varía entre los 700 y los 3000, que se traduce en 
un tiempo de cálculo razonable.  
El trabajo realizado previamente para el estudio de la energía interna representa una 
aproximación cualitativa del cálculo que se plantea en esta sección. La influencia de la 
geometría de la frontera en la energía queda plasmada en la energía interna, y es 
esperable que la forma y características de la energía interna reflejadas en la Figura 13 
sea similar a la relación de γ con respecto a ϕ. La diferencia estará en la magnitud de γ, 
cuyo valor con respecto al incremento de temperatura debe decrecer [50]. 
Aprovechando esta relación entre las energías, se ha reducido el número de fronteras de 
grano simuladas, de forma que se mantienen casos representativos de LAGB, HAGB, 
fronteras singulares y sus fronteras vecinas. 
El cálculo se ha realizado usando una ecuación equivalente a la utilizada para la energía 
interna en Ecuación (9). En este caso, γ tiene la siguiente forma: 
ߛ ൌ ܨݐ݋ݐ െ ݊ ܨܽݐ݋݉݋2ܣ
(12)
Donde Ftot es la energía libre de Helmholtz total, Fatomo es la energía libre de Helmholtz 
por átomo en equilibrio y A representa de nuevo el área de la superficie. La Tabla 7 
muestra la relación de las fronteras de grano simuladas, junto con las magnitudes y 
parámetros necesarios para la aplicación de la Ecuación (12) en cada caso y 
temperatura.  
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Tabla 7: Resultados de las aproximación cuasi-armónica para el cálculo de la energía libre de frontera de 
grano de la familia simétrica <110>: ángulo de giro, área y energía a temperatura definida.  
  0 Tm 0.25 Tm 0.5 Tm 
  Fatomo 
BCC   -4.24017   -4.34514   -4.46874  
ϕ (°) Número 
Átomos 
Área  
(Å2) 
Ftot 
(eV) 
γ 
(J/m-2) 
Área 
(Å2) 
Ftot 
 (eV) 
γ 
 (J/m-2) 
Área 
(Å2) 
Ftot 
 (eV) 
γ  
(J/m-2) 
11.5 3168 655.6 -13363.3 0.85 661.5 -13703.5 0.75 667.5 -14105.6 0.617 
20.05 4224 757.1 -17793.8 1.235 763.9 -18259.7 0.987 770.8 -18793.5 0.857 
26.5 1824 574.5 -7641.5 1.291 579.6 -7852.4 1.01 584.8 -8087.1 0.875 
50.4 3168 463.6 -13367.6 1.127 467.8 -13709.9 0.95 472.0 -14108.8 0.818 
55.8 5248 843.9 -22136.4 1.101 851.5 -22717.2 0.81 859.1 -23378.4 0.686 
58.9 6560 1054.8 -27680.3 1.027 1064.3 -28384.5 0.90 1073.9 -29208.9 0.791 
70.5 720 342.4 -2998.3 1.277 345.5 -3080.2 1.12 348.6 -3171.9 1.047 
102.1 5184 1186.1 -21844.8 0.92 1196.8 -22408.7 0.78 1207.6 -23056.8 0.724 
109.4 1920 403.5 -8110.4 0.61 407.2 -8318.8 0.47 410.8 -8558.3 0.422 
115.6 3616 700.5 -15256.4 0.87 706.8 -15645.8 0.75 713.1 -16093.0 0.741 
148.4 3456 684.8 -14534.3 1.40 691.0 -14912.4 1.21 697.2 -15343.6 1.153 
168.4 4752 695.4 -20075.5 0.85 701.7 -20591.2 0.65 708.0 -21194.4 0.464 
 
Una vez que se ha realizado el cálculo de la energía libre hasta 0.5 Tm, se usa esta última 
energía para proseguir su el cálculo a través del método de la integración 
termodinámica, haciendo uso de la Ecuación (11) hasta temperatura de fusión. Los 
parámetros extraídos de las simulaciones por Dinámica molecular se muestran en las 
Tabla 5 y Tabla 6. La integración numérica de la Ecuación (11) se lleva a cabo a través 
de la regla de Simpson [54]: 
න ݂ሺݔሻ ݀ݔ	 ൎ 	 ܾ െ ܽ6 ൤݂ሺܽሻ ൅ 4 ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ
2 ൰ ൅ ݂ሺܾሻ൨
௕
௔
(13) 
Las Tabla 5 y Tabla 6 contienen los parámetros necesarios para la integración a 
temperaturas 0.5 Tm, 0.58 Tm, 0.66 Tm, 0.75 Tm, 0.83 Tm, 0.91 Tm. Esto permite el cálculo 
de la energía libre usando la regla de Simpson a temperaturas T = 0.66 Tm (con a = 0.5 
Tm, (a+b)/2 = 0.58 Tm, b = 0.66 Tm), T = 0.75 Tm (con a = 0.58. Tm, (a+b)/2 = 0.66 Tm, 
b = 0.75 Tm) y T = 0.91 Tm (con a = 0.75. Tm, (a+b)/2 = 0.83 Tm, b = 0.91 Tm). Los 
resultados se exponen en la Tabla 8: 
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2.4 MOVILIDAD DE FRONTERA DE GRANO 
Las secciones anteriores han permitido una caracterización de la familia simétrica 
<110> por medio del estudio de la energía de frontera de grano, su comportamiento con 
la temperatura y su estructura geométrica. El siguiente paso es  abordar el problema de 
su migración y movilidad. La migración de una frontera de grano está gobernada por 
dos aspectos fundamentales: la fuerza motriz ejercida sobre la frontera, y la movilidad 
de la frontera de grano, definida en gran medida por su geometría. La fuerza motriz, 
definida a través de la presión a la que es sometida la frontera de grano, representa la 
componente externa o extrínseca del movimiento. La movilidad es la componente 
intrínseca, y está definida por el mecanismo de migración de la frontera, es decir, la 
respuesta de la frontera a la presión ejercida sobre ella. La movilidad depende pues de la 
habilidad o facilidad que ofrece la estructura geométrica de la frontera para trasladar los 
átomos de una orientación cristalográfica a otra. Así pues, la fuerza motriz definirá 
cuándo y en qué dirección ocurre el movimiento, mientras que el cómo ocurrirá está 
definido por el mecanismo de migración. 
La velocidad v a la que se mueve la frontera se ha definido tradicionalmente como el 
producto de la movilidad y la presión: 
ݒ ൌ ܯ ∙ ܲ (14) 
Esta expresión es una simplificación  práctica que debe ser matizada y explicada pues 
no resulta adecuada para el cálculo de la movilidad a nivel atómico. La velocidad de una 
frontera de grano está descrita por la denominada rate theory [55], cuya hipótesis es que 
el movimiento de una frontera se produce por saltos atómicos no independientes, en 
contradicción con la teoría clásica, en la que la frontera avanza perpendicularmente a su 
superficie con desplazamientos atómicos independientes, reorientando así la matriz. La 
relación de saltos atómicos no independientes es función de la frontera de grano, cuya 
estructura define el mecanismo de migración. En efecto, veremos que dichos 
mecanismos de migración, y por lo tanto la movilidad de la frontera, no son solo 
función del ángulo de desorientación, sino también del plano que separa ambas 
orientaciones. Dicha relación de saltos atómicos está motivada por la actuación de 
bloques de átomos que actúan juntos para migrar en lo que se podría definir como la 
unidad mínima de migración de una frontera. El cálculo de estas unidades es 
extremadamente difícil puesto que no existe herramienta analítica ni computacional 
definida para calcularlas. En este trabajo de tesis, se ha podido identificar algunos de los 
mecanismos de migración. Otros, aunque consecuencia también de la existencia de 
bloques, se han definido como un movimiento no correlacionado o incorrelado de 
átomos. La rate theory predice que la velocidad de la frontera de grano responde a la 
siguiente expresión [56]: 
ݒ ൌ ܾ௣	ݒ଴ ݁
ିுಸಳಾ௞் ൬݁௉ ௏௞் െ 1൰ (15)
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Donde bp es la distancia de migración de la frontera, v0 es el factor frecuencia de 
migración, que tiene una dependencia débil con la temperatura T y se suele asumir igual 
a la frecuencia de Debye ( ≈ 1013/s) [57]. HGBM es la entalpia de activación de la 
migración, k es la constante de Boltzmann, P es la presión ejercida y V es el volumen 
medio de saltos atómicos involucrado en la migración y que causa el movimiento de la 
frontera. Este volumen representa las unidades mínimas de migración antes 
mencionadas. En una microestructura común la presione P a la que las fronteras están 
sometidas son pequeñas y el término exponencial de la Ecuación (15) puede linearizarse 
sin más que usar la expansión en serie de Taylor de la función exponencial: 
݁௫ ൌ 1 ൅ ݔ ൅ ݔ
ଶ
2! ൅
ݔଷ
3! ൅
ݔସ
4! ൅ ⋯ ⟹ ሺ݁
௫ െ 1ሻ~ݔ ݏ݅ ݔ → 0 (16)
Por lo que la última parte de la Ecuación (15) se puede simplificar quedando: 
ݒ ൌ ܾ௣ ݒ଴ ݁
ିுಸಳಾ௞் ܲ ܸ݇ܶ  (17)
Agrupando términos, se llega a la expresión más conocida: 
ݒ ൌ ൬ܾ௣	ݒ଴ 	 ܸ݇ܶ൰ ݁
ିுಸಳಾ௞் ܲ ൌ ܯ଴݁
ିுಸಳಾ௞் ܲ ൌ ܯ ܲ (18)
De esta forma, la movilidad M presenta una dependencia con la temperatura y la 
entalpía de activación HGBM, quedando como una función de tipo Arrhenius. Merece la 
pena destacar que, aunque el factor pre-exponencial M0 presenta una dependencia con la 
temperatura, en la mayoría de las observaciones y/o simulaciones, el rango de 
temperaturas es relativamente bajo, por lo que la variación de M0 con la temperatura es 
pequeña y generalmente M0 se considera constante. Aun así, debe ser tenido en cuenta 
para un cálculo realista. 
Es importante conocer el rango de variación de la presión P involucrada en la ecuación 
(15), y ver si la linearización propuesta en la ecuación (18) representa el caso de estudio 
que aquí concierne. Suponemos pues una frontera bajo la presión de su curvatura, donde 
la presión P fue descrita por Burke and Turnbull [58-60] como: 
ܲ ൌ ߛ ൅ ߛ′′ܴ  (19)
Aquí, R es la curvatura de la frontera de grano y γ su energía. El parámetro γ’’ es su 
segunda derivada a lo largo de la curvatura de la frontera en ese punto y con respecto al 
ángulo del plano de corte. Esta cantidad se toma en valor absoluto puesto que su 
derivación es independiente del sentido de variación de dicho ángulo. La suma de 
ambas Γ = γ + γ’’  representa la rigidez de la frontera. Para estimaciones del orden de 
magnitud de la presión, el valor de Γ se considerará similar al de γ. Podemos definir el 
umbral del valor de P V / k T que permite linealizar la expresión de la ecuación (15), es 
decir, el valor de x en la Ecuación (16). Así pues, se puede definir la condición. 
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൞
Γ
ܴ
ܸ
݇ܶ 	൑ 	0.1 ⟹ ݈݈݅݊݁ܽ݅ݖܽܿ݅ó݊Γ
ܴ
ܸ
݇ܶ 	൐ 	0.1 ⟹ ܰ݋ ݈݈݅݊݁ܽ݅ݖܽܿ݅ó݊
 (20)
Así, el valor de linealización en su punto de máximo error es (e0.1 – 1) =  0.1052 ≈ 0.1, 
que representa una aproximación razonable. 
Con objeto de determinar el mínimo radio de curvatura para el cual la linearización de 
la Ecuación (15) es razonable, debemos estimar primeramente el valor del volumen de 
la frontera (V). En este sentido, y siguiendo el trabajo realizado por Zhou and Mohles 
[56] en Al, se asume que el mecanismo de migración se define por el movimiento 
colectivo de conjuntos de átomos [11,31,32], por lo que se puede simplificar V como el 
volumen de ese conjunto de átomos. Los valores de V varían desde 200 Å3 para el caso 
de la frontera simétrica <111>(1 2 1) Σ3 60º hasta 1000 Å3 para la frontera simétrica 
<111>(4 7 3) Σ37 50.56º. Tomando el menor de estos volúmenes, y asumiendo un valor 
de energía de frontera en el orden de 1 J/m2, obtendremos el menor de los radios R y, 
por tanto, la mayor presión por encima de la cual no se pude linealizar Para una 
temperatura de 1000 K, la condición (20) equivale a: 
൜ܴ ൒ 0.15	ߤ݉ ⟹ ݈݈݅݊݁ܽ݅ݖܽܿ݅óܴ݊ ൏ 0.15	ߤ݉ ⟹ ܰ݋ ݈݈݅݊݁ܽ݅ݖܽܿ݅ó݊ (21) 
Esto equivale a decir que si existen presiones mayores a 7 MPa, la expresión (15) no 
debería ser linealizada. Este cálculo aproximado concuerda con el resultado obtenido 
por Zhou y Mohles [56] en el que 10 MPa es ya el límite para considerar la 
linealización. Por lo tanto, la movilidad y velocidad de fronteras en granos con áreas 
superiores a 0.03 μm2 puede ser descrita por (14). En el caso de las simulaciones 
atomísticas, la fuerza motriz proveniente de la curvatura de la frontera y tiene valores 
que están a órdenes de magnitud de este umbral, por lo que la linealización no es 
posible. 
2.4.1 MÉTODO DE SIMULACIÓN DE LA MOVILIDAD 
Existen dos tipos fundamentales de simulaciones de movilidad en fronteras de grano. 
Aquellas en las que se ejerce presión artificial sobre una frontera plana y aquellas en las 
que se define una frontera curva. En ambos casos el  desplazamiento de la frontera se 
mide para estudiar su movilidad. El primer tipo de simulación tiene la clara ventaja de 
poder evitar la consideración de la rigidez de la frontera, al ser plana. No obstante, la 
introducción de presiones externas a la frontera está más relacionada con la 
recristalización, ya que un aumento de la energía en los átomos representa energía por 
deformación o por presencia de dislocaciones. Existen en la literatura numerosos 
trabajos con esta técnica [56,61-69] aplicados a fronteras con geometrías bicristalinas. 
Los resultados de estos extensos trabajos, así como las ventajas y limitaciones de este 
método se encuentran resumidos en el trabajo de Mishin [70]. Allí se alcanzan dos 
conclusiones principales; la primera es la relación no lineal que guardan la velocidad y 
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la presión como se ha comentado anteriormente. La segunda, son los diferentes 
mecanismos de migración observados, clasificados generalmente como movimiento de 
dislocaciones para fronteras de ángulo bajo, y como arrastre de bloques de átomos para 
ángulos altos. Dichos mecanismos se verán reflejados más adelante en las simulaciones 
realizadas para este trabajo, además de una descripción analítica.  
Otras simulaciones de movilidad con fronteras planas utilizan la técnica del camino 
aleatorio [71] que monitoriza la posición media de la frontera plana a temperaturas 
elevadas que, a través de una relación de fluctuación-disipación, determina la movilidad 
absoluta de la frontera. La misma técnica ha sido adaptada para temperaturas bajas 
usando métodos estadísticos y fuerzas motrices pequeñas, con el resultado de encontrar 
mecanismos de migración dependientes de la temperatura [72]. Una segunda técnica 
analiza fluctuaciones estadísticas en la forma de una frontera casi plana a altas 
temperaturas para obtener movilidad absoluta y rigidez de la frontera de grano [73,74]. 
Todos estos métodos no tienen el problema de la rigidez en la frontera pero arrojan poca 
claridad acerca de los mecanismos de migración de las fronteras. 
El segundo tipo de simulaciones considera una geometría curva, bien en forma de U 
[28,30,75-78] o en forma cilíndrica [79,80]. La principal magnitud de estudio en estas 
simulaciones es la movilidad reducida M* = M Γ, producto de la movilidad M y la 
rigidez de la frontera. La dependencia de la temperatura en forma de la ecuación de 
Arrhenius de la movilidad y su variación con la desorientación son sus principales 
conclusiones. Esta geometría está más relacionada al crecimiento de grano, pues la 
fuerza motriz tiene la misma naturaleza. No se han encontrado en la literatura estudios 
de mecanismos de migración en fronteras sometidas a diferentes fuerzas motrices 
(fronteras planas o fronteras curvas), por lo que no sabemos si la fuerza motriz afecta o 
no al mecanismo de migración. El uso de fronteras curvas no ofrece dudas al respecto, y 
permite ligar los resultados obtenidos con procesos de crecimiento de grano. A su vez, 
en este trabajo de tesis se ha desarrollado un método indirecto de estimación de la 
rigidez de la frontera a través de herramientas analíticas, como se verá más adelante. 
Esto ha permitido realizar un cálculo aproximado también de la movilidad absoluta y no 
solo de la movilidad reducida, y así salvar el principal problema de las simulaciones con 
curvatura. 
Las simulaciones realizadas en este trabajo tienen una geometría en forma de U, como 
se muestra en la Figura 21, donde la curvatura, en la parte superior del eje Z, ejerce 
presión por capilaridad sobre la frontera curva, mientras que las fronteras planas de los 
laterales, perpendiculares al eje Y, no ejercen ninguna presión. Las medidas del grano 
en la parte interna de la U (representado con átomos rojos) mostradas en la Figura 21 
son comunes para todas las simulaciones. Estas configuraciones tienen un ancho (eje Y) 
de 100 Å, una longitud de 350 Å (eje Z) y un espesor de 40 Å (eje X). Esto produce un 
grano interior con unos 120000 átomos. Las dimensiones de la caja de simulación son 
variables para ajustarse a las condiciones de contorno periódicas necesarias para evitar 
presiones provenientes de los límites de la caja y están elegidas de forma que las 
fronteras no interfieran consigo mismas debido a la periodicidad de la simulación. Se 
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la de referencia. Por ejemplo, las fronteras simétricas <110> (7 7 1) Σ99 11.5° y <110> 
(1 1 14) Σ99 168.4° son complementarias. Esto implica que en la simulación de la 
frontera <110> (7 7 1) Σ99 11.5°, las fronteras planas en los laterales serán fronteras 
<110> (1 1 14) Σ99 168.4° y viceversa. Por ese motivo los ángulos de giro que define 
las fronteras complementarias suman 180°. 
La Figura 23 muestra tres instantes de ambas fronteras de ángulo bajo <110> (7 7 1) 
Σ99 11.5° y <110> (1 1 14) Σ99 168.4° en su movimiento, ambas en posiciones 
equivalentes en el eje Z, cuyos intervalos son variables pero en torno a 500-1000 
picosegundos. La primera observación es que la forma en U de la frontera se mantiene 
constante a lo largo de toda la simulación, tanto en la forma curva superior, como en las 
fronteras planas laterales. Se puede concluir que las fronteras complementarias no 
influyen en la movilidad de la frontera de referencia y, a su vez, la curvatura de la 
frontera se mantiene constante con el tiempo. En segundo lugar, los átomos con alta 
energía forman patrones periódicos que son fácilmente asociados con dislocaciones 
primarias. Una inspección detallada de las fronteras planas laterales de ambas 
simulaciones muestra distancias diferentes entre dislocaciones para cada frontera. Para 
la frontera <110> (7 7 1) Σ99 11.5° (Figura 23 derecha, fronteras verticales planas), la 
distancia entre dislocaciones está cercana a 10 Å, y las dislocaciones siguen un patrón 
en zig-zag. Por el contrario, la frontera <110> (1 1 14) Σ99 168.4° muestra una distancia 
entre dislocaciones que está en torno a 14 Å, y los núcleos de las dislocaciones se 
alinean en el plano formando un patrón regular. Estos resultados pueden ser explicados 
a través de la disociación de dislocaciones y la formula de Frank [22]. El vector de 
Burgers de la dislocación en la frontera <110> (7 7 1) Σ99 11.5° debe ser a[1ത	1	 0], que 
se puede desasociar en la forma a[1ത 	1	 0] = a/2[1ത 	1	 1] + a/2[1ത 	1	1ത ] para formar 
dislocaciones de tipo <111> en planos deslizantes. Ya que los vectores de Burgers de 
las dislocaciones disociadas no son normales a la frontera, sus campos de tensión 
forman un patrón en zig-zag muy similar al visto en la Figura 23 (derecha, fronteras 
verticales planas). Se ha observado el mismo patrón en simulaciones recientes de 
campos de tensión hidrostáticos en la misma frontera simétrica en tungsteno BCC [82]. 
Usando la fórmula de Frank, la distancia entre dislocaciones es de 10.7 Å, que 
concuerda muy bien con la estimada en la simulación. Para el caso de <110> (1 1 14) 
Σ99 168.4° (Figura 23 izquierda, fronteras verticales planas), el vector de Burgers debe 
ser a[1 0 0]. No hay posibilidad de reacción para formar dislocaciones desasociadas, y 
el patrón de energía es regular y simétrico. La fórmula de Frank predice una distancia de 
14.3 Å, que representa también la distancia calculada en la simulación. En la frontera 
curva de ambas simulaciones, las dislocaciones cambian para pasar de una frontera a 
otra, aunque predominan las de tipo <111>. 
 Figu
Σ99 
difer
ra 23: Result
11.5° y <110
encia las orie
ados de la sim
> (1 1 14) Σ9
ntaciones), á
ulación de m
9 168.4°. Átom
tomos en ama
ovilidad para
os en azul a
rillo represen
 las fronteras
 representa eq
ta media ene
 de ángulo ba
uilibrio (dife
rgía y rojo pa
 
jo <110> (7 
rentes tonos p
ra y alta ene
66 
7 1) 
ara 
rgía 
67 
 
La Figura 24 muestra dos ejemplos de fronteras de ángulo alto, las fronteras <110> (3 3 
1) Σ19 26.5° y <110> (3 3 2) Σ11 50.4°. En este caso, las fronteras no son 
complementarias. Las fronteras complementarias son la <110> (1 1 6) Σ19 153.5° y la 
<110> (1 1 3) Σ11 129.5° respectivamente. Ésta última forma parte del conjunto de 
fronteras simuladas para el estudio de la energía de frontera de grano. En ambos casos, 
la frontera se forma por una aglomeración de dislocaciones formando un conjunto 
continuo donde se concentra una gran energía. Coincide con la definición de frontera de 
ángulo alto (>15°) comúnmente usada [12], por lo que se espera que sus propiedades de 
energía sean similares. La forma y curvatura de la frontera se mantiene constante a lo 
largo de todas las simulaciones. El comportamiento del resto de fronteras de ángulo alto 
no singulares (excluyendo las cercanas a las no singulares) es similar y nos permiten 
obtener idénticas conclusiones.  
Las fronteras singulares de ángulo alto presentan resultados interesantes que merecen 
una atención especial. En la Figura 25 se muestran las fronteras singulares <110> (1 1 
2) Σ3 109.4° (izquierda) y <110> (1 1 1) Σ3 70.5° (derecha), cuyos ángulos suman 
180°. Dos particularidades llaman la atención. La primera es la diferente distribución de 
la energía a lo largo de la frontera, desde la frontera plana hasta la parte curva. En la 
parte de la izquierda de la Figura 25 , la frontera <110> (1 1 2) Σ3 109.4° aparece en la 
parte superior con una energía muy baja, como le corresponde por los resultados 
obtenidos en el cálculo de energía interna de frontera de grano (Figura 13), mientras que 
la energía de la frontera planas en sus laterales muestran  una apariencia similar a la de 
las fronteras de ángulo alto no singulares, en concordancia también con las simulaciones 
de energía interna de la frontera <110> (1 1 1) Σ3 70.5°. En la parte de la derecha, la 
frontera de baja energía <110> (1 1 2) Σ3 109.4° aparece en vertical en los laterales 
siguiendo una línea casi recta, consecuencia de la naturaleza misma de la frontera, es 
decir su bajo índice Σ con su alta coincidencia en posiciones atómicas. La parte superior 
corresponde a la frontera <110> (1 1 1) Σ3 70.5° mostrando la estructura que debe tener 
dicha frontera.  
Más sorprendente es la forma y evolución  que toman las fronteras singulares y que 
modifican su forma inicial en forma de U. En el caso de la frontera <110> (1 1 2) Σ3 
109.4° (Figura 25 izquierda), la forma de la frontera evoluciona achatando la parte 
superior, en favor de la minimización de la energía del sistema, pues es esta frontera la 
que presenta una menor energía con respecto al resto de fronteras que se dan a lo largo 
de la curvatura y hasta la frontera complementaria en los laterales (ver Figura 20) y, 
como consecuencia, la superficie de esta frontera de baja energía aumenta. En el caso de 
su complementaria, la frontera <110> (1 1 1) Σ3 70.5° (Figura 25 derecha), las fronteras 
complementarias presentan la menor energía, con lo cual aumenta la superficie de la 
frontera de baja energía, y por tanto su forma se alarga con respecto a la original en 
forma de U. Aquí el parámetro de orden Si juega un papel importante para poder seguir 
la evolución de la frontera de grano y así calcular su velocidad, pues los átomos de la 
frontera singular coherente no difieren energéticamente mucho con respecto al 
equilibrio, y por tanto, no se diferencian con claridad. 
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Por su cercana relación con las fronteras singulares, las fronteras vecinas a ellas también 
merecen ser analizadas de forma detallada. La Figura 26 muestra las dos fronteras con 
estas características que son la frontera <110> (4 4 7) Σ81 102.1° (izquierda) y la 
frontera <110> (4 4 9) Σ113 115.6° (derecha). La evolución de la forma de la frontera 
desde la forma en U hasta su achatamiento redondeado es similar al de la frontera 
singular <110> (1 1 2) Σ3 109.4°. El achatamiento es menos pronunciado pero 
igualmente destacable. No se ha llevado a cabo la simulación de la energía de frontera 
de grano para estas fronteras complementarias, pero éstas aparecen en vertical en la 
Figura 26. La disposición de la energía en los átomos de estas fronteras planas es 
similar a las de alto ángulo normal, y cabe esperar que la energía de frontera de grano 
sea parecida a las LAGB. Parece obvio que la motivación de este cambio de forma es 
común con el expresado para el caso de la frontera singular coherente.  
Esta frontera singular coherente aparece separando las dislocaciones secundarias en 
estas simulaciones (átomos en rojo y amarillo). La distancia entre dislocaciones 
secundarias coincide con las mostradas por las simulaciones de energía interna 
realizadas anteriormente. Como se verá más adelante, los mecanismos de migración de 
estas fronteras comparten similitudes con las de la frontera singular coherente. Los 
resultados obtenidos en estas fronteras especiales fuerzan a un análisis más detallado 
para estudiar los motivos que provocan este comportamiento. Los resultados se 
muestran en la siguiente sección. 
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En el resto de los casos, la rigidez es considerada constante e igual a la energía de 
frontera de grano. 
 
2.4.5 MECANISMOS DE MIGRACIÓN 
El método de estudio empleado para el análisis de los mecanismos de migración se basa 
en la comprobación visual de la evolución de la frontera durante la simulación. Las 
posiciones de cada átomo se registran a intervalos de 50 picosegundos y se comparan 
sus posiciones iniciales y finales. Se generan una serie de figuras que ilustran el 
movimiento de los átomos en las que, en la parte izquierda de cada figura, se plasma la 
posiciona inicial de los átomos con las posiciones atómicas en gris. A la derecha las 
nuevas posiciones atómicas en rojo superpuestas a las posiciones iniciales en gris, 
donde ambas posiciones, inicial y final, de cada átomo han sido unidas por una línea 
azul. El desplazamiento de la frontera es de arriba abajo y la frontera se ha resaltado con 
una línea negra discontinua.  
El primer caso estudiado son las LAGB. En la Figura 39 se muestra la frontera <110>(7 
7 71) Σ99 11.5°, siendo el resto de fronteras de ángulo bajo simulares en su 
comportamiento. En este caso se puede ver como las dislocaciones <1 1 1> se deslizan 
desde la parte superior de la frontera curva hacia el centro geométrico de la misma e 
intersectan dos a dos, aniquilándose una de ellas. Este movimiento provoca la 
coalescencia de bloques de átomos que giran en torno a átomos centrales, que quedan 
fijos. Estos átomos centrales quedan en el espacio intermedio del camino marcado en el 
movimiento de las dislocaciones. Se ha resaltado un bloque con el rectángulo que lo 
contiene en la Figura 39 junto con los giros de los bloques que aparecen en la 
simulación. Así pues, el efecto topológico de la dislocación en su movimiento es la 
rotación de bloques de átomos, que deben girar sincronizados con el resto de bloques 
para que la frontera avance. Este hecho impide un rápido desplazamiento de la frontera 
y, por lo tanto, produce una baja movilidad. El motivo de esta baja movilidad es el 
mecanismo de migración y no la baja energía de la frontera. 
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ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓݒଵ ൌ ܾ௣ ݒ଴ ݁
ିுಸಳಾ௞ భ் ൬݁
௉ ௏
௞ భ் െ 1൰
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௉	௏
௞ య் െ 1ቇ
 (29)
Existen evidencias computacionales de que los mecanismos de migración pueden variar 
con la temperatura [31]. En los casos estudiados aquí, todas las temperaturas son altas, 
perteneciendo a un mismo rango de valores, y las trayectorias atómicas estudiadas para 
los mismos casos y diferentes temperaturas no muestran indicios de que exista 
dependencia con la temperatura en la forma de migrar. Por ello, podremos suponer que 
bp y V son constantes para cada frontera a diferentes temperaturas. Así, el sistema (29) 
está bien definido, una vez despreciado el menor efecto de dilatación térmica en estos 
parámetros. El sistema ha sido resuelto numéricamente por medio de métodos de 
minimización basados en análisis de la derivada. Los resultados de la resolución de este 
sistema se muestran en la Tabla 9, donde se puede observar un orden de magnitud 
similar al calculado para el sistema <111> en Al [56]. El caso de la frontera <110> (1 1 
1) Σ3 70.5° tiene valores que destacan con respecto al resto. Esto se puede deber al 
hecho de que el mecanismo de migración de esta frontera está influenciado por la 
cercana presencia de su frontera complementaria. Simulaciones con mayor número de 
átomos podrían clarificar este mecanismo de migración y permitir cálculos más preciso 
de bp y V para esta frontera. A su vez, la curvatura de la frontera en la simulación es 
extremadamente alta debido a un radio de curvatura minúsculo y difícil de cuantificar. 
Es necesario destacar también que el movimiento de las fronteras de ángulo bajo no es 
constante. Se combinan el desplazamiento de la frontera con periodos de tiempo cortos 
donde la frontera se para y se activa más tarde. Este hecho se ha reportado ya en la 
literatura [11,56] y su motivo es incierto, debido bien a la naturaleza de la frontera, bien 
a las condiciones particulares necesarias para la simulación. La explicación que se ha 
ofrecido en este trabajo de tesis se basa en la observación del mecanismo de migración, 
que se compone de una coordinación concreta de bloques de átomos que giran en torno 
a un átomo central. Esta necesaria coordinación es la que podría producir esta velocidad 
variable. 
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Tabla 9: Valores de la distancia interplanar bp y el volumen V de átomos involucrados en el movimiento 
de la frontera. La desorientación asociada al ángulo de giro de cada frontera se encuentra en la Tabla 2. 
ϕ (°) bp (Å) V (Å3) 
11.5 11.3 525 
20.05 6.8 517 
26.5 5.2 511 
50.4 27.5 502 
55.8 57.1 490 
58.9 48.6 513 
70.5 0.32 387 
102.1 63.6 460 
109.4 8.9 660 
115.6 10.65 507 
148.4 16.7 501 
168.4 14.6 506 
De más importancia para su aplicación en otros trabajos son los parámetros HGBM, M0 y 
M que se derivan de la resolución de la Ecuación (29). Sus resultados se muestran en la 
Tabla 10 y en la Figura 44. De ambas se puede concluir la especial naturaleza que 
muestran la frontera singular y sus vecinas, con bajas energías de activación y altas 
movilidades. Así mismo, las fronteras de ángulo bajo muestran en general altas energías 
de activación y por lo tanto bajas movilidades con respecto a las fronteras de ángulo alto 
Este resultado concuerda con lo reportado comúnmente en la bibliografía [12] para 
materiales metálicos en general. No existen referencias en la literatura a cálculos de 
movilidad en sistemas base hierro. En sistemas Fe, solo son conocidas las energías de 
activación para la difusión en la frontera Qb que pueden ser tomadas como referencia 
para localizar el orden de magnitud. El valor de Qb para hierro se ha reportado como Qb 
= 174 kJ/mol [12]. A falta de una comparación más rigurosa, si la energía de difusión en 
frontera de Al Qb = 84 kJ/mol [12] y su energía de activación para migración es HGBM = 
63 kJ/mol [12], podemos suponer que la energía de activación para la migración en 
sistemas Fe debe ser algo inferior a su energía de difusión. Los datos mostrados en la 
Tabla 10 son coherentes con este argumento, aunque algo menores que lo que dicha 
comparación parece concluir. Además, las fronteras de grano en materiales reales suelen 
tener presencia de solutos que ralentizan su movimiento y por lo tanto, aumentan su 
energía de activación, de ahí que un sistema simulado, libre de impurezas, tenga una 
energía de activación menor. 
También hay que tener en cuenta que el hecho de usar el formalismo de Zhou, 
expresado en la Ecuación (15) produce un valor estimado de la movilidad menor que al 
usar la aproximación clásica de la Ecuación (14). Esto se puede observar al comparar 
trabajos donde se ha usado la aproximación clásica con aquellos en los que se ha usado 
el formalismo usado también en este trabajo de tesis. Estas simulaciones han sido 
llevadas a cabo en el sistema Al, mucho más prolífico en resultados publicados, por su 
mayor facilidad de cálculo y de comprobación experimental. Gran parte de ellos se 
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resume en el trabajo de Trautt [71]. Se extrae de allí que para geométricas planas, la 
movilidad calculada varía entre 4.4·10-7 m4/J s y 6·10-8 m4/J s para temperaturas 
homologas cercanas a 0.85 Tm y presiones hasta 100 MPa. En estos trabajos, 
generalmente se toma un valor intermedio de las simulaciones obtenidas para diferentes 
orientaciones. Por otro lado, en el trabajo realizado por Zhou [56] también en Al, se ha 
usado la no linealidad de la velocidad con la presión, y los resultados muestran una 
movilidad de 8.4 10-8 m4/J s, menor que los cálculos citados inicialmente por Trautt. Es 
coherente que el resultado sea mayor en las simulaciones que se han resuelto con la 
formulación clásica de la Ecuación (14) en vez del propuesto por Zhou, ya que 
sobreestima el valor de M.  
Tabla 10: Energía de activación, factor pre-exponencial y movilidad de las fronteras de grano simuladas 
en la familia simétrica <110>. La desorientación asociada al ángulo de giro de cada frontera se 
encuentra en la Tabla 2. 
  0.65 Tm 0.75 Tm 0.85 Tm 
ϕ(°) HGBM (kJ/mol) M0 
(m4 /J s) 
M 
(m4 /J s) 
M0 
(m4 /J s) 
M 
(m4 /J s) 
M0 
(m4 /J s) 
M 
(m4 /J s) 
11.5 139.89 5.3•10-4 1.7•10-10 4.6•10-4 1.2•10-9 4.0•10-4 5.3•10-9 
20.05 85.93 3.1•10-4 3.1•10-8 2.7•10-4 1.0•10-7 2.3•10-4 2.4•10-7 
26.5 82.34 2.4•10-4 3.5•10-8 2.0•10-4 1.1•10-7 1.8•10-4 2.4•10-7 
50.4 106.58 1.2•10-3 1.4•10-8 1.1•10-3 5.9•10-8 9.2•10-4 1.8•10-7 
55.8 106.39 2.5•10-3 2.8•10-8 2.1•10-3 1.2•10-7 1.9•10-3 3.6•10-7 
58.9 109.95 2.2•10-3 1.7•10-8 1.9•10-3 7.8•10-8 1.7•10-3 2.4•10-7 
70.5 96.87 1.1•10-5 3.4•10-8 9.4•10-6 1.3•10-9 8.3•10-6 3.4•10-9 
102.1 84.40 2.6•10-3 3.1•10-7 2.2•10-3 9.6•10-7 1.9•10-3 2.2•10-6 
109.4 47.83 5.2•10-4 3.1•10-6 4.5•10-4 5.6•10-6 3.9•10-4 8.4•10-6 
115.6 92.87 4.8•10-3 2.3•10-7 4.1•10-3 8.1•10-7 3.6•10-3 2.1•10-6 
148.4 113.85 7.4•10-4 3.8•10-9 6.4•10-4 1.8•10-8 5.6•10-4 5.9•10-8 
168.4 127.39 6.6•10-4 7.8•10-10 5.6•10-4 4.7•10-9 4.9•10-4 1.8•10-8 
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3 CRECIMIENTO DE GRANO Y SIMULACIÓN 
Para poder abordar la simulación del crecimiento de grano, es de una gran importancia 
profundizar conceptualmente en el entendimiento y compresión de este proceso. En los 
últimos años, se han desarrollado diversas técnicas de simulación que permiten su 
estudio detallado. Entre las más populares se encuentran los métodos Monte Carlo Potts 
[14,88], Phase Field [18], Curvature driven front tracking [89] y Vértex [19]. Una 
pequeña revisión de todos ellos permite discutir las ventajas e inconvenientes de cada 
uno de ellos, y así explicar la elección del método usado para este trabajo. 
Los métodos Monte Carlo están basados en la generación aleatoria de soluciones, de 
entre las cuales se elige la mejor en cada paso de simulación, según el criterio 
seleccionado. En el caso de crecimiento de grano, el criterio corresponde con aquella 
evolución microestructural que muestre una menor energía. Su nombre proviene de la 
aleatoriedad de los juegos de azar. Estos métodos tratan de resolver problemas 
deterministas a través de un proceso aleatorio (no determinista). Su implementación es 
sencilla y el núcleo de su teoría se basa en suponer que dicho proceso aleatorio 
converge a la solución determinista. En muchos casos, la obtención de esta solución por 
otros métodos no es posible o es extremadamente compleja, por lo que la simplicidad de 
los métodos Monte Carlo garantiza el éxito de su aplicación. Los pasos de simulación 
no están relacionados con el tiempo de la simulación, ni representan el tiempo 
transcurrido hasta la convergencia. Este hecho representa su principal desventaja, 
sumado al gran número de pasos requeridos para la convergencia.  
Por otro lado, los modelos de Phase Field son deterministas y están propuestos para 
resolver problemas de evolución de intercaras. Se basan en el uso de una variable que 
describe la intercara a través de un campo auxiliar (field) que toma valores continuos 
entre -1 y 1. Estos valores representan las fases u orientaciones a un lado y otro de la 
intercara. El movimiento de las fronteras es dependiente de la energía libre y la 
movilidad de esa intercara. Este hecho representa una ventaja con respecto al método 
Monte Carlo, unido al hecho de una dependencia temporal correcta. Su desventaja es el 
uso de ecuaciones en derivadas parciales que producen un gran coste computacional.  
El método de Curvature front tracking, es también determinista, y parte de la base de 
que el tamaño de grano evoluciona según una ley parabólica o de n-exponente. Por lo 
tanto, su aplicación ya asume esta ley y su deducción es una simple comprobación de su 
implementación. De dicha ley se deriva la expresión que modifica la frontera y gobierna 
su evolución.  
Por último, los métodos Vértex resuelven problemas de capilaridad donde una 
superficie curva ejerce presión sobre toda su extensión. Cada frontera de grano se divide 
en segmentos que unen nodos, también llamados vértices (Vértex). En cada paso de 
simulación, se calcula el desplazamiento de todos los nodos bajo la presión de la 
curvatura de la frontera a la que pertenece cada uno de ellos, y así, la microestructura 
evoluciona. Su coste computacional y complejidad de resolución es menor que Phase 
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Field y Curvature Front Tracking, pero también permite introducir los parámetros de 
energía y movilidad, lo cual representa una ventaja fundamental en comparación con 
Monte Carlo. Por todos estos motivos, este es el método de simulación utilizado en este 
trabajo para simular crecimiento de grano. 
Los principios físicos del método de simulación se basan en los trabajos iniciales de 
Burke y Turnbull [58,59] cuyo principal resultado es la descripción de la fuerza motriz 
que ejerce presión sobre las fronteras como proporcional a la rigidez de la frontera e 
inversamente proporcional al radio de curvatura de la misma, tal como describe la 
ecuación (19). Es asumible suponer que las fronteras muestran una curvatura tal que la 
rigidez coincide con la energía libre y, por lo tanto, se entiende como proporcional a 
esta energía, tal como muchos autores consideran. Como consecuencia de esta ley, se 
enuncia una de las leyes más utilizadas en el estudio del crecimiento de grano, la 
denominada ley de crecimiento parabólico (parabolic growth law) [12]. Asumiendo la 
linealización realizada en la Ecuación (18) y la expresión de la presión de la Ecuación 
(19), su expresión general para un grano circular aislado con respecto al tiempo t queda: 
ܣሺݐሻ
ߨ ൌ ܴሺݐሻ
ଶ ൌ 2 ܯ ߁ ݐ ൅ ܴሺ0ሻଶ (30)
En este caso, el radio de curvatura es el propio radio del grano, que se entiende como 
derivación directa del área del grano	ܴ ൌ ඥܣ/ߨ. Cuando un grano forma parte de una 
microestructura, el grano no es circular y el radio de curvatura de sus fronteras no 
responde a la relación ܴ ൌ ඥܣ/ߨ de la que se deriva Ecuación (30). Su presión es por 
tanto diferente y la Ecuación (30) se suele sustituir por una expresión simplificada: 
ܣሺݐሻ
ߨ ൌ ܴሺݐሻ
ଶ ൌ ܥ ݐ ൅ ܴሺ0ሻଶ (31)
Donde C se suele tomar como un parámetro de ajuste y su valor real es C = 2 M Γ /c, 
donde c es una constante que relaciona directamente la curvatura real de la frontera y lo 
que se denomina el radio del grano ܴ ൌ ඥܣ/ߨ. Es decir, la presión ejercida es P = Γ / 
(R·c) = Γ / Rc donde Rc es la curvatura real de la frontera. Este efecto se puede observar 
en la Figura 45, donde un grano se representa con línea sólida negra, la circunferencia 
que comparte la curvatura con sus fronteras Rc en línea negra discontinua y la 
circunferencia con curvatura R en línea roja. Se verá más adelante que, en las 
simulaciones realizadas en este trabajo, el parámetro c varía entre los valores 5 y 7 
aproximadamente. 
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dimensiones [95], crecimiento de grano bajo la influencia de campos magnéticos [96], 
recristalización [97] o la generalización al caso estocástico [98]. 
La deducción de sus principios se basa en el uso de una función potencial y una función 
disipativa de Rayleigh, que expresan el balance de la fuerza de fricción con la fuerza 
estática de las fronteras de grano. Las ecuaciones finales actúan sobre los vértices que 
describen las estructuras de grano. El movimiento de los vértices en pequeños intervalos 
de tiempo, hace que la microestructura evolucione con el tiempo acorde con la presión 
descrita por Burke y Turnbull [58,59] en la Ecuación (30). La velocidad ݒపሬሬሬԦ a la que se 
mueve cada vértice i, queda descrito por la Ecuación (32): 
ܦ௜ݒԦ௜ ൌ ప݂ሬԦ െ ଵଶ∑ ܦ௜௝ݒఫሬሬሬԦ
ሺ௜ሻ
௝      ;    i = 1,…, N (32)
Donde N es el número de vértices, (i) hace referencia a los vértices unidos con el vértice 
j y los términos disipativos Dij y Di y la fuerza ప݂ሬԦ quedan descritos por las siguientes 
relaciones: 
ە
ۖۖ
ۖ
۔
ۖۖ
ۖ
ۓܦ௜௝ ൌ 13ܯ௜௝ฮݎԦ௜௝ฮ ቆ
ݕ௜௝ଶ ݔ௜௝ݕ௜௝
െݔ௜௝ݕ௜௝ ݔ௜௝ଶ ቇ
ܦ௜ ൌ෍ܦ௜௝
ሺ௜ሻ
௝
																																									
ప݂ሬԦ ൌ െ෍ߛ௜௝ ݎԦ௜௝ฮݎԦ௜௝ฮ
ሺ௜ሻ
௝
 (33)
Aquí, Mij y γij son la movilidad y energía libre respectivamente de la frontera que 
describe el segmento {i, j}. Las posiciones de dicho segmento quedan descritas por     
(xi, yi) y (xj, yj) por lo que el vector y posiciones relativas se definen como ݎԦ௜௝ = (xij, yij) 
= (xi – xj, yi - yj). El sistema de ecuaciones (32) es un sistema implícito pues cada 
velocidad ݒԦ௜ se encuentra en el sumatorio de la derecha para otra velocidad ݒԦ௝ siempre 
que {i, j} sea un segmento de la simulación. Para resolverlo de una manera rápida y 
eficaz, se puede suponer que la velocidad en cada nodo es una variable continua, y que 
para pasos de simulación cortos, su valor no varía mucho. Por lo tanto, se toma el valor 
de las velocidades del paso previo para estimar los valores de las velocidades del 
sumatorio de la derecha del sistema (32). Si denotamos t el tiempo y un incremento de 
tiempo Δt, el sistema (32) queda resuelto con el proceso iterativo propuesto a 
continuación: 
ܦ௜ݒԦ௜ሺݐ ൅ ∆ݐሻ ൌ ప݂ሬԦ െ ଵଶ∑ ܦ௜௝ݒఫሬሬሬԦ
ሺ௜ሻ
௝ ሺݐሻ     ;    i = 1,…, N (34)
La geometría asociada al proceso iterativo y sus restricciones es una de las principales 
características del método. En primer lugar, se restringe a un máximo de tres segmentos 
salientes o entrantes en cada nodo o vértice (nodo de orden 3), con un mínimo obvio de 
dos (nodo de orden 2). En el caso de interacción de dos nodos de orden 2, se define una 
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3.2 RESULTADOS DE LA SIMULACIÓN VÉRTEX EN EL SISTEMA DE 
REFERENCIA Y DESCRIPCIÓN ESTADÍSTICA 
Ya se ha comprobado que la forma estacionaria de una frontera de grano en forma de U 
coincide con la solución analítica de la Ecuación (23) y a su vez, con las simulaciones 
realizadas con Dinámica molecular para la misma geometría. En esta sección vamos a 
estudiar el crecimiento de una microestructura sin presiones adicionales, para comparar 
los resultados con la ley de crecimiento parabólico, lo que permitirá definir la constante 
c de la Ecuación (31) y podemos comprobar que el método de simulación cumple los 
principios fundamentales del crecimiento de grano. 
Las simulaciones se han tomado con un tamaño de grano medio de 1 μm2 que 
corresponde con തܴ  = 0.56 μm con dimensiones de simulación de 40x40 μm2 lo que 
equivale a tener 1600 granos inicialmente. Dicho modelo se ha repetido en 10 
simulaciones realizadas paralelamente, en las mismas condiciones y generando 
aleatoriamente 10 escenarios iniciales diferentes, lo que ayuda a evitar resultados 
incorrectos debido a posibles particularidades en una simulación particular. En 
conjunto, el tamaño de la simulación equivaldrá a 125x125 μm2 con 16000 granos 
inicialmente.  
La energía y movilidad se expresan según una formulación comúnmente usada en las 
simulaciones de crecimiento de grano. Dicha formulación fue inicialmente desarrollada 
por Humphreys [34] y relaciona ambos parámetros con la desorientación entre granos 
adyacentes, sin tener en cuenta la influencia del plano de corte en dichos parámetros. En 
general, el resultado se usa en simulaciones en materiales con estructura FCC [98-101] 
pero su razonamiento es válido para Fe (BCC) ya que se basa en la premisa de 
materiales con alta energía de apilamiento como los aceros ferríticos con contenidos de 
cromo entre 12% y 18%, en los que ha tenido lugar deformaciones a altas temperaturas 
o restauración a bajas temperaturas. Su expresión queda definida en la ecuación: 
ۖە
۔
ۖۓ ߛሺߠሻ ൌ ߛ௠ ߠߠ௠ ൬1 െ log
ߠ
ߠ௠൰
ܯሺߠሻ ൌ ܯ௠ ൭1 െ ݁ݔ݌ ቆെ݉൬ ߠߠ௠൰
௡
ቇ൱
 (35)
Donde γm y Mm son los valores de γ y M para fronteras de ángulo alto θ > 15°, 
asumiendo entonces que γ y M son constantes para dichas fronteras. Los valores de m = 
5 y n = 4 son los más comunes y la forma de () y M() forma queda descrita en la 
Figura 54: 
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En segundo lugar, se ha analizado la distribución de tamaños de grano y se ha 
comparado con las distribuciones estadísticas más comunes. Existe una gran 
controversia acerca de qué función describe mejor la naturaleza de la distribución de 
tamaños de grano presente en una microestructura. Se han desarrollado diferentes 
aproximaciones, como la que hizo Louat usando la distribución de Rayleigh [104], que 
representa una caso particular de la distribución de Weibull [105], la distribución de 
Hillert [106] y la más comúnmente usada LogNormal [107], de la que si se toman 
logaritmos sobre los datos se transforma en una distribución Normal con los mismos 
parámetros. Sus expresiones se muestran a continuación y se representan en la Figura 
57: 
 Rayleigh: 
ோ݂ሺݔ; ߪሻ ൌ ݔߪଶ ݁
ି ௫మଶఙమ ; ݔ ൒ 0 (36) 
 Weibull: 
ௐ݂ሺݔ; ߣ, ݇ሻ ൌ ݇ߣ ቀ
ݔ
ߣቁ
௞ିଵ
݁ିቀ௫௞ቁ
ೖ
; ݔ ൒ 0 (37) 
 Hiller: 
ு݂ሺݔ; ߚሻ ൌ ሺ2	݁ሻఉ 	 ߚ ݔሺ2 െ ݔሻଶାఉ ݁
ି ଶఉଶି௨ ; 0 ൑ ݔ ൑ 2 (38) 
 LogNormal: 
௅݂ሺݔ; ߤ, ߪሻ ൌ 1ݔ	ߪ √2ߨ ݁
ିሺ୪୭୥ሺ௫ሻିఓሻమଶఙమ ; ݔ ൒ 0 (39) 
A partir de estas ecuaciones podemos deducir que la distribución de Rayleigh puede ser 
expresada en función de la distribución de Weibull si σ2 = λ y k = 2. La razón de que la 
distribución LogNormal es tan común es debido a que proporciona una descripción 
aceptable de la forma que muestran los histogramas generados con datos experimentales 
y la facilidad de estimación de sus parámetros, ya que para estimar  y  solamente es 
necesario tomar logaritmos sobre los datos y calcular la media y varianza muestrales, 
pues son los mejores estimadores para la media y varianza poblacional. Por otra parte, la 
distribución de Hillert trata de describir el tamaño de grano normalizado ܴ/ തܴ, que es 
considerado invariante con el tiempo. Esta invariabilidad temporal fue descrita 
inicialmente por mismo Hillert [106]. En su distribución, se toma β = 2 para medidas en 
dos dimensiones y β = 3 para tres dimensiones. Como se verá más adelante, la 
distribución normalizada es efectivamente estática, pero diferente en cada situación 
(diferentes presiones), por lo que la distribución de Hillert es difícilmente aplicable para 
casos más complejos que la situación ideal que estudiamos en esta sección.  
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 Weibull: 
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓ ௐ݂ሺݔ; ߣ, ݇ሻ ൌ ݇ߣ ቀ
ݔ
ߣቁ
௞ିଵ
݁ିቀ௫ఒቁ
ೖ
; ݔ ൒ 0
൦
̅ݔ ൌ ߣ	Γ ൬1 ൅ 1݇൰																												
ܸܽݎሾݔሿ ൌ 	 ߣଶΓ ൬1 ൅ 2݇൰ െ ̅ݔ
ଶ
 (40) 
Donde Γ es la función matemática gamma, extensión al caso continuo de la operación 
factorial, que no guarda ninguna relación con la rigidez de una frontera de grano, y que 
se denota con el mismo símbolo. Para evitar la confusión, la función gamma se denota 
Γ, mientras que la rigidez se denota con letra cursiva Γ. 
 LogNormal: 
ۖە
۔
ۖۓ ௅݂ሺݔ; ߤ, ߪሻ ൌ 1ݔ ߪ √2ߨ ݁
ିሺ୪୭୥ሺ௫ሻିఓሻమଶఙమ ; ݔ ൒ 0
ቈ ̅ݔ ൌ ݁ఓାఙ
మ/ଶ			
ܸܽݎሾݔሿ ൌ ൫݁ఙమ െ 1൯ ݁ଶఓାఙమ
 (41) 
Es fácil ver ahora que si el parámetro λ de Weibull es constante y ̅ݔ  tiene un 
comportamiento parabólico, λ será también parabólico, lo cual es consistente con la 
Figura 59. Es decir: 
ߣሺݐሻ ൌ ̅ݔ 	Γ ൬1 ൅ 1݇൰
ିଵ
ൌ ඨܯ ߁ܿ ݐ ൅ ܴሺ0ሻଶ Γ ൬1 ൅
1
݇൰
ିଵ
 (42) 
Por otra parte, si el parámetro σ de LogNormal es constante y ̅ݔ  es parabólico, la 
evolución de μ debe ser logarítmica: 
ߤሺݐሻ ൌ 	logሺ̅ݔሻ െ ߪ
ଶ
2 ൌ ߤ ൌ
1
2 log ൬
ܯ ߁
ܿ ݐ ൅ ܴሺ0ሻ
ଶ൰ െ ߪ
ଶ
2  (43) 
Su variación en la simulación puede verse en la Figura 59 donde el carácter parabólico 
de λ y logarítmico de μ queda patente. 
La explicación del carácter constante de λ y σ es algo más compleja y se detalla a 
continuación. Para ello se ha usado un resultado conocido: la distribución de tamaños de 
grano normalizada ܴ/ തܴ	 es invariante con el tiempo. Este resultado fue descrito por 
Hillert en su teoría del crecimiento normal y anormal de grano [106], cuyo resultado se 
basa en fuerzas provenientes de la curvatura de las fronteras y se ha comprobado 
experimentalmente en multitud de trabajos [34,110-113] (principalmente en Al, Mg y 
Fe) por citar solo algunos de ellos. Además, técnicas computacionales como Phase field 
[114], Cellular automata [115], MonteCarlo Potts [116-118], Curvature driven front 
tracking [89] y Continuum diffuse-interface field [119] lo confirman. Para poder 
relacionar λ y σ con este resultado es necesario calcular la distribución estadística de 
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	ܴ/ തܴ que equivale a hacer el cambio de variable ݕ ൌ ݃ሺݔሻ ൌ ݔ/̅ݔ en fW y fL. Se hace 
uso pues del teorema del cambio de variable [109], denotando ݂ௐ̅ሺݕሻ  y ݂ௐ̅ሺݕሻ  las 
distribuciones normalizadas, para alcanzar: 
݂ௐ̅ሺݕሻ ൌ 	 ฬ ݀݀ݕ ൫݃
ିଵሺݕሻ൯ฬ ௐ݂ሺ݃ିଵሺݕሻ; ߣ, ݇ሻ ൌ ̅ݔ ௐ݂ሺݕ ̅ݔ; ߣ, ݇ሻ (44)
De la Ecuación (40) sabemos que ̅ݔ ൌ ߣ	Γሺ1 ൅ 1/݇ሻ por lo que queda: 
݂ௐ̅ሺݕሻ ൌ ߣ	Γ ൬1 ൅ 1݇൰ 	݂ ൬ߣ Γ ൬1 ൅
1
݇൰ ݕ; ߣ, ݇൰ ൌ
ൌ Γ൬1 ൅ 1݇൰ 	݇ ቆݕ	Γ ൬1 ൅
1
݇൰ቇ
௞ିଵ
	݁ିቆ௬	୻ቀଵା
ଵ
௞ቁቇ
ೖ
ൌ ݂ ቆݕ; Γ ൬1 ൅ 1݇൰
ିଵ
, ݇ቇ
ൌ (45)
Es decir, la distribución normalizada de una Weibull(λ,k) es una también Weibull con 
parámetros Weibull(Γ(1+1/k)-1,k), función que solamente depende de k. Este resultado  
implica que si k muestra un valor constante en las simulaciones, la distribución de 
granos normalizada es constante y descrita únicamente por el parámetro k. La 
implicación metalúrgica de este hecho matemático concuerda con las conclusiones de la 
Teoria de Hillert de crecimiento normal y anormal de grano, en la que se afirma que la 
distribución normalizada de tamaños de grano es invariante con el tiempo, es decir, k 
debe ser constante. Así pues, el resultado encontrado en las simulaciones es correcto y 
respalda este resultado teórico. Debido a la sencillez del cambio de variable, el cálculo 
de sus momentos se basa en las propiedades de la media y varianza [109]: 
൜ ܧሾܣ ∙ ݔሿ ൌ ܣ ܧሾݔሿܸܽݎሾܣ ∙ ݔሿ ൌ ܣଶ ܸܽݎሾݔሿ (46)
Donde A es una constante y E[x] es la esperanza matemática de x, es decir, su media. La 
expresión completa de ݂ௐ̅ሺݕሻ , denotando Γk = Γ(1+1/k), queda después de unas 
sencillas simplificaciones, como: 
ە
ۖ
۔
ۖ
ۓ݂ௐ̅ሺݕ	; ݇ሻ ൌ ݇	Γ௞ ሺΓ௞ ݕሻ௞ିଵ ݁ିሺ୻ೖ ௬ሻ
ೖ ; ݔ ൒ 0
ۏێ
ێێ
ۍ ݕത ൌ 1													
ܸܽݎሾݕሿ ൌ 	2	݇ Γ ቀ
2
݇ቁ
Γ ቀ1݇ቁ
െ 1 																
 (47)
Si centramos nuestra atención en la Figura 58a veremos la distribución de tamaños de 
grano en el histograma en gris donde la línea sólida en negro representa la distribución 
Weibull con parámetros ajustados según estimación de máxima verosimilitud λ = 
2.2907 y k = 2.547719. A su derecha (Figura 58b) el histograma de la misma 
distribución normalizada y la distribución Weibull con parámetros ajustados según 
estimación de máxima verosimilitud λ = 1.125234 y k = 2.547719 donde ahora debe 
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cumplirse que λ = Γ(1+1/k)-1 cuyo valor es Γ(1+1/k)-1 = 1.126509. Es decir, la 
estimación de λ coincide con la expresión en función de k. 
El caso de la distribución LogNormal se resuelve de una manera similar. Denotamos ݂௅̅ 
la distribución LogNormal normalizada: 
݂௅̅ሺݕሻ ൌ 1ݕ	ߪ	√2ߨ ݁
ିሺ୪୭୥ቀ௬	௘
ഋశ഑మ/మቁିఓሻమ
ଶఙమ ൌ 1ݕ ߪ √2ߨ ݁
ିሺ୪୭୥ሺ௬ሻାఓାఙమ/ଶିఓሻమଶఙమ ൌ
ൌ 1ݕ	ߪ	√2ߨ ݁
ିሺ୪୭୥ሺ௬ሻାఙమ/ଶሻమଶఙమ ൌ ௅݂ ቆݕ, െߪ
ଶ
2 , ߪቇ 														
 (48)
Con un razonamiento similar, si la distribución de tamaños de grano es 
LogNormal(μ,σ), entonces la distribución de tamaños de grano normalizada es 
LogNormal(-σ2/2,σ). Por la misma razón, esta distribución es invariante con el tiempo, 
por lo que el parámetro σ debe ser constante, tal como las simulaciones muestran. Su 
expresión completa con sus momentos queda: 
ۖە
۔
ۖۓ ݂௅̅ሺݕ	; ߪሻ ൌ 1ݕ	ߪ	√2ߨ ݁
ିሺ୪୭୥ሺ௬ሻାఙమ/ଶሻమଶఙమ ; ݔ ൒ 0
൤ ݕത ൌ 1																	ܸܽݎሾݕሿ ൌ 	 ݁ఙమ െ 1
 (49)
Tomando el mismo ejemplo de la Figura 58a vemos la distribución LogNormal en 
negro con línea discontinua, cuyos parámetros son μ = 0.59513546 y σ = 0.5353124. 
Igualmente, en la Figura 58b los parámetros estimados son μ = -0.1157459 y σ = 
0.5353124. Si aplicamos ahora la relación –σ2/2 = -0.1432797. La diferencia en este 
caso se debe a que los datos del histograma no son una LogNormal, y la estimación 
varia. 
El siguiente paso a realizar es el cálculo de la distribución de tamaños de grano 
normalizada en la que se han tomado logaritmos log	ሺܴ/ തܴሻ, comúnmente mostrada en la 
literatura. Esta transformación es muy común, ya que se suele asumir que la distribución 
inicial es LogNormal, por lo que al tomar logaritmos, se convierte en una distribución 
Normal, y la estimación de los parámetros es muy sencilla. La transformación equivale 
a hacer el cambio de variable ݖ ൌ ݄ሺݕሻ ൌ log	ሺݕሻ en ݂ௐ̅  (Ecuación (47)). Su inversa 
ahora es también sencilla ݄ିଵሺݖሻ ൌ ݁ݔ݌	ሺݖሻ. En el caso de la distribución Weibull y 
aplicando el teorema del cambio de variable, el logaritmo de la distribución de tamaños 
de grano normalizada ݂ௐ̅,௟௢௚ሺݖሻ queda: 
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݂ௐ̅,௟௢௚ሺݖሻ ൌ ݁ݔ݌ሺݖሻ ே݂ሺ݁ݔ݌ሺݖሻ , ߣሻ ൌ 											
ൌ ݇	Γ ൬1 ൅ 1݇൰
௞
exp	ሺݖሻ௞ exp ቆെ൬expሺݖሻ	Γ ൬1 ൅ 1݇൰൰
௞
ቇ ൌ	
ൌ ݇	Γ ൬1 ൅ 1݇൰
௞
expሺ݇	ݖሻ expቆെexpሺ݇	ݖሻ	 Γ ൬1 ൅ 1݇൰
௞
ቇ ൌ
ൌ Γ௞௞ expቆ݇	ݖ െ ݁ݔ݌
ሺ݇ ݖሻ
݇ Γ௞
௞ቇ 										
 (50)
Donde Γkk = k Γ(1+1/k)k.  
Para un instante determinado en la simulación, el histograma de tamaños de grano തܴ ha 
sido comparado con las funciones ௐ݂ሺݔሻ y ௅݂ሺݔሻ con los correspondientes parámetros 
ajustados, donde su comportamiento se encuentra en la Figura 60a. Se puede comprobar 
como la distribución Weibull parece en efecto ajustar la distribución de tamaños de 
grano. Con los parámetros ajustados para la distribución R, se han calculado las 
funciones derivadas ݂ௐ̅ሺݕሻ y ݂௅̅ሺݕሻ y se comparan con la distribución ܴ/ തܴ en la Figura 
60b. Finalmente, las funciones ݂ௐ̅,௟௢௚ሺݖሻ  y Normal derivadas se comparan con la 
distribución ݈݋݃	ሺܴ/ തܴሻ en la Figura 60c. Este histograma mostrado en la Figura 60c 
muestra una asimetría con respecto a su media, lo que justifica porqué la distribución 
LogNormal no es totalmente adecuada para describir la distribución de tamaños de 
grano R. Esta desviación asimétrica es bien conocida y se puede ver en la literatura, 
tanto experimentalmente [12,118,120] como resultado de diferentes simulaciones 
[18,115,121].  
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Ahora, los momentos de ݂ௐ̅,௟௢௚ሺݖሻ no son calculables por las propiedades de la media y 
varianza y su integración directa es obligatoria. Sus expresiones se muestran a 
continuación: 
ۏێ
ێێ
ۍ ݖ̅ 	ൌ 	െ	ቆߛா݇ ൅ ݈݋݃ሺΓ௞ሻቇ 		
ܸܽݎሾݖሿ ൌ ߨ
ଶ ൅ 6	ߛாଶ ൅ 6 ݇ ݈݋݃ሺΓ௞ሻ ൫2 ߛா ൅ ݇ ݈݋݃ሺΓ௞ሻ൯
6 ݇ଶ െ ݖ̅
ଶ
 (51)
Un último paso, meramente informativo pero que completa el estudio estadístico, podrá 
describir la distribución de tamaños de área A = π R2. Partiendo de la distribución de 
Weibull y con el cambio de variable s = δ(x) = π x2, su inversa queda δ-1(s) = (s/π)1/2, la 
nueva distribución fW,A(s) queda: 
ௐ݂,஺ሺݏሻ ൌ 12√ߨ	ݏ 	
݇
ߣ 	ቆ
ሺݏ/ߨሻଵ/ଶ
ߣ ቇ
௞ିଵ
݁ݔ݌ ൭െቆሺݏ/ߨሻ
ଵ/ଶ
ߣ ቇ
௞
൱ ൌ 							
ൌ ݇2
1
ߣଶߨ		ቀ
ݏ
ߣଶߨቁ
௞/ଶିଵ
݁ݔ݌ ቆെቀ ݏߣଶߨቁ
௞/ଶ
ቇ ൌ ௐ݂ሺݏ, ߣଶߨ, ݇2ሻ
 (52)
Por lo que vuelve a ser una distribución Weibull(λ2π,k/2). A su vez, partiendo de la 
distribución LogNormal, su distribución de área es: 
௅݂,஺ሺݏሻ ൌ 12√ߨ	ݏ 	
1
ඥݏ/ߨ	ߪ	√2 ߨ ݁ݔ݌ ൭െቆ
݈݋݃൫ሺݏ/ߨሻଵ/ଶ൯ െ ߤ
2 ߪଶ ቇ
ଶ
൱ ൌ
ൌ 	 1ݏ 2ߪ	√2	ߨ ݁ݔ݌ ൭െቆ
݈݋݃ሺݏሻ െ ሺlogሺߨሻ ൅ 2ߤሻ
2 ሺ2ߪሻଶ ቇ
ଶ
൱ ൌ								
ൌ ௅݂ሺݏ, logሺߨሻ ൅ 2ߤ, 2ߪሻ 							
 (53)
Por lo que es otra vez una LogNormal(log(π)+2μ,2σ). La siguiente tabla muestra un 
resumen de las relaciones que unen las distribuciones, tomando como referencia la 
distribución de tamaños de grano R y las distribuciones Weibull(λ,k) y LogNormal(μ,σ) 
Tabla 12: Relación paramétrica de las distribuciones estadísticas asociadas. 
Distribución ܣ ൌ ܴଶߨ  ܴ 	 ܴ/ തܴ 	 ݈݋݃	ሺܴ/ തܴሻ 
Distribuciones 
asociadas 
Weibull 
⇔ 
Weibull 
⇔ 
Weibull 
⇔	 ݂ௐ̅,௟௢௚ 
(λ2 π , k/2) (λ , k) ( Γ(1+1/k)-1 , k) 
LogNormal ⇔ LogNormal ⇔ LogNormal ⇔ Normal 
(log(π)+2μ , 2σ)  (μ , σ)  (- σ2/2 , σ)  (- σ2/2 , σ) 
El resultado obtenido aquí permite comparar y relacionar distribuciones de tamaño de 
grano reportadas en la literatura expresadas de diferente manera, ya sea a través del 
tamaño de grano (área A o radio del grano R) del tamaño normalizado (ܴ/ തܴ) o tomando 
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logaritmos (݈݋݃	ሺܴ/ തܴሻ). La relación que existe entre todas ellas queda patente en la 
Tabla 12, donde los parámetros descriptivos de cada distribución queda en función de la 
distribución de tamaños de grano R (tomada como distribución de referencia) tanto para 
el caso de una descripción en base a la distribución LogNormal o la distribución 
Weibull.  
Así pues, podemos tomar directamente los resultados de distintos métodos de 
simulación, expresados de diversas maneras, aplicando esta tabla y compararlos con los 
resultados obtenidos en este trabajo. La distribución R en [89] predice un valor de k = 
2.5 con una variación del 4% y, a su vez, [100] obtiene un valor de k = 2.34 en similares 
condiciones, lo cual concuerda con los resultados de las simulaciones Vertex 
presentadas aquí. Por otro lado, Continuum field model [122] sin fuerzas de pinzamiento 
calcula ݈݋݃	ሺܴ/ തܴሻ con un máximo en torno a 0.9, lo que equivale a un parámetro k = 
2.45. A su vez, Energy minimization method [122] calcula un máximo de ܴ/ തܴ	 cercano 
a 0.9, que corresponde a k = 2.5. Finalmente, Phase field [123] muestra su máximo de 
ܴ/ തܴ	 en 0.86, es decir k = 2.4. Todos ellos concuerdan con las simulaciones en el 
sistema Vértex. 
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3.3 PRESIÓN POR PINZAMIENTO DE PARTÍCULAS 
La presencia de partículas en la microestructura representa el factor que más afecta al 
crecimiento de grano. Los primeros trabajos y descripción del fenómeno de pinzamiento 
se remontan a 1948 [21], donde se definió lo que hoy se conoce ampliamente como la 
presión de Zener. La presión de Zener o de pinzamiento se basa en una disminución de 
la superficie de la frontera de grano al coincidir con una partícula. Dada una partícula de 
radio r, la máxima fuerza Fs ejercida por la partícula se origina cuando el ángulo de 
incidencia de la frontera en la partícula con respecto a la frontera misma es de 45°. 
Existen varias maneras de derivar esta fuerza [124], pero en general el resultado queda 
descrito por: 
ܨ௦ ൌ ߨ ݎ ߛ (54)
Donde γ es la energía de la frontera. El efecto de un conjunto de partículas en la frontera 
se construye a partir de la fracción de volumen de las partículas Fv (aleatoriamente 
distribuidas y esféricas) que resulta con el número de partículas por unidad de volumen 
Nv: 
௩ܰ ൌ 3 ܨ௩4 ߨ ݎଷ (55)
Asumiendo una frontera plana, el número de partículas que intersectan la frontera es: 
௦ܰ ൌ 2 ݎ ௩ܰ (56)
Por lo que la fuerza de pinzamiento Pz por unidad de área es: 
௭ܲ ൌ ܨ௦ ௦ܰ ൌ 3 ܨ௩ ߛ2 ݎ  (57)
El razonamiento deductivo puede verse en detalle en [12]. Usando la Ecuación (57) se 
deduce de las ecuaciones (14) y (19) que la velocidad de una frontera en presencia de 
partículas corresponde a: 
ݒ ൌ ܯ	ሺܲ െ ௭ܲሻ ൌ ܯ ൬ߛܴ െ
3 ܨ௩ ߛ
2 ݎ ൰ (58)
Debido a que, de manera local, la frontera puede considerarse plana, la energía de 
frontera de grano se toma como γ sin tener en cuenta la rigidez Γ. Sin pérdida de 
generalidad, se usará esta notación en adelante. La implementación de esta presión, tal 
como está aquí definida, en las ecuaciones que definen el método Vértex no es 
adecuada, Esto se debe a que el método Vértex calcula el movimiento de cada nodo bajo 
la presión de la curvatura. La presión definida por la Ecuación (58) se aplica a toda la 
frontera en promedio. Es necesario conocer cuando una partícula está en contacto con 
una frontera y el efecto que ejerce sobre la misma. Este problema fue resuelto en el 
trabajo de Weygand [91] y representa la adaptación de la fuerza de pinzamiento por 
partículas en el método Vértex. Su definición se basa en el uso de un “ángulo de 
despinzamiento” ϕcr que representa el ángulo crítico en el que se alcanza la máxima 
 fuerz
front
Una 
mues
partíc
segm
front
Figu
[91]
Dich
pinza
de la
Gene
Norm
De la
para 
Así p
a Fs (fuerz
era. Su defi
representac
tra en la F
ula y qued
entos a am
era se desp
ra 61: Repres
. Cuando la f
o ángulo ϕ
miento de 
 Ecuación 
ralmente la
al. Se asum
 misma ma
todas las p
ues, la pres
a critica) qu
nición, en f
ión gráfica
igura 61. 
a pinzada p
bos lados 
inza y sigue
entación gráf
rontera se cur
cr está rela
partículas e
(58), por 
 distribuci
e su tama
nera, se pu
artículas, a
ión de Zen
௭ܲ
e la partíc
unción de l
sinሺ߶௖
 del funcio
A medida 
or ella. Su 
de la partíc
 su movim
ica del proce
va hasta alca
fronter
cionado co
s mayor cu
lo que el á
ón de tama
ño medio c
ede asumir
unque se p
er definida 
ൌ ܨ௦	 ௦ܰ ൌ
ula puede e
a energía d
௥ሻ ൌ 12
ܨ௦
γ  
namiento d
que la fro
curvatura a
ula alcanz
iento 
so de pinzam
nzar un ángu
a avanza libr
n el tamañ
anto meno
ngulo ϕcr
ños de par
omo repre
 en una sim
uede asoci
a través de 
2 ߛ sinሺ߶௖
jercer en c
e frontera d
el ángulo 
ntera avan
umenta has
a su valor 
iento y despin
lo crítico, se p
emente. 
o de la par
r es la part
y r están 
tículas corr
sentación d
ulación qu
ar diferente
este formal
௥ሻ ௦ܰ 
ontra del m
e grano γ e
cr en el m
za, ésta se
ta que el án
crítico ϕcr. 
zamiento desc
roduce un de
tícula r. Po
ícula. Esto 
inversamen
esponde a 
el efecto q
e el ángulo
s ángulos a
ismo queda
ovimiento 
s: 
étodo Vért
 cruza con
gulo ϕ ent
En ese pun
rito por Wey
spinzamiento
r lo gener
es consecu
te relacion
una distrib
ue esta pro
 ϕcr es cons
 cada part
: 
121 
de la 
(59)
ex se 
 una 
re los 
to la 
gand 
 y la 
al, el 
encia 
ados. 
ución 
duce. 
tante 
ícula. 
(60)
122 
 
Por lo que la Ecuación (58) queda expresada según el formalismo de Weygand de 
manera equivalente: 
ݒ ൌ ܯ	ሺܲ െ ௭ܲሻ ൌ ܯ ቀߛܴ െ 2 ߛ sinሺ߶௖௥ሻ ௦ܰቁ (61)
Debido a la equivalencia de la formulación, los resultados se describirán a través de la 
formulación de Weygand por motivos comparativos. 
3.3.1 RESOLUCIÓN ANALÍTICA DE LA PRESIÓN DE ZENER 
Debido la dramática influencia de las partículas en la evolución de la  microestructura, 
su estudio ha sido foco de atención en numerosos trabajos y diversos sistemas, 
generalmente en función del tamaño medio de grano. No obstante, la gran mayoría 
tienen en común el tratamiento de dicha evolución como una extensión de la ley de 
crecimiento parabólico, donde el exponente 2 de la Ecuación (30) se sustituye por el 
exponente n, donde este n-exponente se ajusta experimentalmente. Dicho ajuste tiene 
como objetivo caracterizar el crecimiento de grano, pero en modo alguno explica la 
física que lo gobierna. En esta sección se resuelve la ecuación que describe el 
movimiento de las fronteras en presencia de partículas.  
Independientemente de la formulación que se use, siempre que la presión de 
pinzamiento sea constante o función débil del tiempo, la ecuación diferencial a resolver 
deducida de la Ecuación (61) queda: 
ܴ݀
݀ݐ ൌ ܯ ቀ
ߛ
ܿ ܴ െ ௓ܲቁ (62)
Su resolución no es inmediata y no puede expresarse como combinación de funciones 
cerradas. Los pasos para resolver la ecuación quedan detallados a continuación. 
Primero, es necesario hacer uso de la función de Lambert W(z) [125] que se define 
como la solución a la ecuación z = W exp(W). Su propiedad más interesante para este 
estudio es su derivada, cuya expresión es necesaria para resolver la Ecuación (62): 
ܹ݀ሺݖሻ
݀ݐ ൌ
ܹሺݖሻ
ݖ ൫1 ൅ܹሺݖሻ൯
݀ݖ
݀ݐ (63)
Ahora, proponemos una solución del tipo R(t) = A (1+W(z)), donde z ≡ z(t) es una 
función a definir y A una constante todavía por calcular. Denotamos Mc* = M γ/c y 
Pz*=cPz / γ y aplicando la solución R(t) propuesta y (63) en (62) queda: 
ܴ݀
݀ݐ ൌ ܣ ൬
ܹሺݖሻ
ݖ	ሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ ݖ′൰ ൌ ܯ௭
∗ ൬ 1ܣሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ െ ௭ܲ
∗൰
⇓
ܣ	 ݖ′ݖ ൬
ܹሺݖሻ
ሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ൰ ൌ ܯ௭
∗ ௭ܲ∗ ൬ 1ܣ ௭ܲ∗ሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ െ 1൰
 (64)
Haciendo A = Pz* queda: 
123 
 
1
	 ௭ܲ∗ 	
ݖ′
ݖ ൬
ܹሺݖሻ
ሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ൰ ൌ ܯ௭
∗ ௭ܲ∗ ൬ 1ሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ െ 1൰
⇓
1
	 ௭ܲ∗
ݖ′
ݖ ൬
ܹሺݖሻ
ሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ൰ ൌ ܯ௭
∗ ௭ܲ∗ ൬ െܹሺݖሻሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ൰
 (65)
Y aparece una sencilla ecuación diferencial 
1
	 ௭ܲ∗ 	
ݖ′
ݖ ൬
ܹሺݖሻ
ሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ൰ ൌ ܯ௭
∗ ௭ܲ∗ ൬ 1ሺ1 ൅ܹሺݖሻሻ െ 1൰
⇓
	ݖ′ݖ ൌ െܯ௭
∗ ௭ܲ∗ଶ
 (66)
Cuya solución es bien conocida: 
ݖሺݐሻ ൌ ܤ ݁ି௧ ெ೥∗ ௉೥∗మ (67)
Con B constante de integración. La solución general queda: 
ܴሺݐሻ ൌ 1 ൅ܹ ቀܤ ݁
ି௧ ெ೥∗ ௉೥∗మቁ
௭ܲ∗
 (68)
Ahora B debe cumplir la condición inicial R(0) = R0, por lo que: 
ܴሺ0ሻ ൌ ܴ଴ ൌ 1 ൅ܹሺܤ ሻ௭ܲ∗
⇓
ܤ ൌ ሺܴ଴ ௭ܲ∗ െ 1ሻ ݁ோబ ௉೥∗ିଵ
 (69)
La solución R(t), cuando t→∞ convierte en nulo el termino B, y por las propiedades de 
la función de Lambert W(0) = 0, por lo que R(t) tiene una asíntota horizontal Rmax = 1 / 
Pz* que representa el estancamiento (stagnation) de la microestructura. La Ecuación (69) 
se puede expresar entonces en función del tamaño de grano medio inicial (R0) y final 
(Rmax):  
ܴሺݐሻ ൌ ܴ௠௔௫ ൅ ܴ௠௔௫	ܹ ቌ൬ ܴ଴ܴ௠௔௫ െ 1൰ ݁
ቀ ோబோ೘ೌೣିଵቁ݁ି௧
ெఊ
௖ோ೘ೌೣమቍ (70)
Esta ecuación explica de manera física el comportamiento del crecimiento de grano, y 
por tanto lo caracteriza. La Figura 62 ilustra algunos ejemplos del comportamiento de 
esta función R(t) para diferentes valores de Ns y ϕ: 
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3.3.2 RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES CON PRESENCIA DE 
PARTÍCULAS 
Se ha visto como la Ecuación (68) describe la evolución del tamaño medio de grano con 
el tiempo cuando el sistema está bajo presión por pinzamiento de partículas. No 
obstante, la descripción del sistema no es completa pues la distribución de tamaños de 
grano queda indefinida, y por lo tanto su explicación es parcial. Por ello, las 
simulaciones Vértex con presencia de partículas garantizan un conocimiento completo 
del sistema. Con el mismo escenario descrito en la sección 3.2 e incluyendo partículas 
en la microestructura, se han llevado a cabo una serie de simulaciones con diferentes 
condiciones de pinzamiento y densidad de partículas para estudiar la distribución de 
tamaños de grano y su evolución. Las condiciones que se han tomado tratan de reflejar 
una variedad suficiente de situaciones, donde la densidad de partículas se divide en baja 
(0.5 μm-2), media (1 μm-2) y alta (2.5 μm-2). Las simulaciones permiten a posteriori 
conocer el valor de Ns en cada caso. Los ángulos de despinzamiento también cubren los 
valores bajo (ϕ = 15°), medio (ϕ = 30°) y alto (ϕ = 45°). Dichas condiciones quedan 
reflejadas, junto con el cálculo Ns sin(ϕ) en la Tabla 13, donde la nomenclatura de cada 
caso quede reflejada en la primear columna: 
Tabla 13: Relación de parámetros en la simulación Vértex con pinzamiento de partículas. 
Caso 
Densidad  
de 
partículas  
(μm-2) 
NS  
(μm-1) 
ϕ  
(°) 
NS • sin(ϕ) 
(μm-1) 
     
Z1   Bajo        15º 6.5×10-3 
Z2 0.5 ~ 0.025 Medio     30º 1.2×10-2 
Z3   Alto        45º 1.8×10-2 
     
Z4   Bajo        15º 2.1×10-2 
Z5 1 ~ 0.08 Medio     30º 4.0×10-2 
Z6   Alto        45º 5.7×10-2 
     
Z7 
2.5 ~ 0.25 
Bajo        15º 6.5×10-2 
Z8 Medio     30º 1.25×10-1 
     
El caso con una densidad de partículas 2.5 μm-2  y ángulo alto de 45 º no se ha tenido en 
cuenta, pues la fuerza de pinzamiento es tan elevada que la microestructura no 
evoluciona, produciendo R0 ≡ Rmax. 
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Tabla 14: Valores estadísticos del test de Kolmogorov-Smirnov para la distribución de tamaños de grano 
con fuerzas de pinzamiento.  
 Z1 Z2 Z3 
Tiempo (s) Weibull LogNormal Weibull LogNormal Weibull LogNormal 
(H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) 
0 (1, 2e-3) (1, 1e-42) (1, 1e-2) (1, 2e-36) (1, 3e-3) (1, 2e-47) 
5 (0, 2e-1) (1, 2e-12) (0, 6e-2) (1, 3e-15) (1, 5e-3) (1, 5e-12) 
10 (0, 7e-1) (1, 3e-4) (0, 9e-2) (1, 1e-7) (0, 7e-1) (1, 9e-6) 
25 (0, 4e-1) (1, 1e-2) (1, 3e-2) (1, 4e-3) (0, 6e-1) (1, 4e-5) 
50 (0, 6e-1) (1, 1e-3) (0, 2e-1) (1, 6e-3) (0, 3e-1) (1, 5e-3) 
 Z4 Z5 Z6 
Tiempo (s) Weibull LogNormal Weibull LogNormal Weibull LogNormal 
(H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) 
0 (1, 1e-4) (1, 8e-34) (1, 7e-5) (1, 4e-49) (1, 5e-3) (1, 1e-50) 
5 (1, 8e-3) (1, 4e-17) (1, 4e-2) (1, 6e-16) (1, 3e-2) (1, 7e-20) 
10 (0, 3e-1) (1, 1e-3) (0, 2e-1) (1, 4e-6) (1, 3e-3) (1, 9e-15) 
25 (1, 1e-2) (0, 1e-1) (0, 4e-1) (1, 1e-2) (0, 7e-2) (1, 7e-7) 
50 (0, 2e-1) (0, 9e-1) (0, 2e-1) (1, 1e-2) (0, 1e-1) (1, 5e-7) 
 Z7 Z8  
Tiempo (s) Weibull LogNormal Weibull LogNormal   
(H , p) (H , p) (H , p) (H , p)   
0 (1, 3e-2) (1, 7e-042) (1, 2e-004) (1, 5e-43)   
5 (1, 2e-2) (1, 5e-023) (1, 7e-5) (1, 4e-40)   
10 (1, 1e-2) (1, 1e-011) (0, 6e-2) (1, 1e-19)   
25 (1, 6e-3) (1, 1e-012) (0, 7e-2) (1, 5e-13)   
50 (1, 2e-2) (1, 2e-008) (0, 6e-1) (1, 1e-17)   
La Figura 65 muestra las distribuciones invariantes ܴ/ തܴ	 y ݈݋݃	ሺܴ/ തܴሻ de los casos Z2, 
Z4 y Z7, donde se continúa apreciando también la asimetría de la distribución ݈݋݃	ሺܴ/
തܴሻ y que la función de distribución Normal no puede captar. Sin embargo, las funciones 
Weibull(Γ(1+1/k)-1,k) y ݂ௐ̅,௟௢௚ሺݖሻ ofrecen una buena descripción de ܴ/ തܴ	 y ݈݋݃	ሺܴ/ തܴሻ	 
respectivamente. Este hecho, junto con los datos obtenidos del test de Kolmogorov-
Smirnov, redunda en el uso de la distribución Weibull para describir la distribución de 
tamaños de grano R. 
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3.4 PRESIÓN POR ARRASTRE DE SOLUTO 
Es común que las fronteras de grano avancen mucho más despacio en aleaciones o 
incluso en sistemas binarios que en materiales puros. Se sabe que esto es debido a la 
presencia de átomos de soluto en la frontera de grano [20,90,127] ya que el arrastre de 
dicho soluto ejerce una presión inversa al movimiento. Si la energía de un átomo de 
soluto en la frontera es menor que la energía del mismo átomo en la matriz, el átomo 
tiende a segregarse en la frontera. Al moverse la frontera debido a la presión de 
curvatura, el átomo tiende a seguir a la frontera en su movimiento, pues su energía es 
menor allí. La difusión de este átomo es más lenta que el movimiento de la frontera, y 
por lo tanto, el átomo ejerce una fuerza en la frontera opuesta a su movimiento. El 
resultado puede ser tan drástico que variaciones menores al 0.01% de soluto en 
aleaciones de altísima pureza de Al pueden modificar la velocidad en varios ordenes de 
magnitud [11,12,22]. 
3.4.1 RESOLUCIÓN NUMÉRICA DE LA PRESIÓN POR ARRASTRE DE 
SOLUTO 
De la misma manera que para el caso de la presión por pinzamiento de partículas, se ha 
planteado la ecuación con presencia de soluto en la frontera. Esto se ha realizado 
haciendo uso de la muy conocida teoría de Chan del arrastre de soluto [90]. En ella, se 
predice una fuerza de arrastre en la forma: 
ௗܲ௥௔௚ ൌ െ ௩ܰ න ሺܥ െ ܥ଴ሻ ݀ܧሺݔሻ݀ݔ
ஶ
ିஶ
݀ݔ (71)
Donde Nv = 2/a3 es el número de átomos por unidad de volumen, y E(x) es el potencial 
de interacción energética entre un soluto y la frontera, que es función de la distancia 
normal a la misma. El perfil de concentración C(x) con respecto a la distancia al centro 
de la frontera x es:  
ܥሺݔ, ݒሻ ൌ ܥ଴	v	exp ቆെEሺxሻkT െ vන
dμ
Dሺμሻ
୶
୶బ
ቇ ∙ න expቆEሺξሻkT ൅ vන
dμ
Dሺμሻ
୶
୶బ
ቇ
୶
ି∞
dξ
Dሺξሻ (72)
Siendo C0 la concentración en la matriz, k la constante de Boltzmann, T la temperatura, 
D(x) el coeficiente de difusión, también con respecto x, y v la velocidad de la frontera. 
La teoría del arrastre de soluto separa muy claramente los casos de baja velocidad de 
migración y alta velocidad de migración. La fuerza total en el caso de alta velocidad 
queda: 
ௗܲ௥௔௚ ൌ ܥ଴	 ௩ܰ݇	ܶ ݒ න ቆ
݀ܧሺݔሻ
݀ݔ ቇ
ஶ
ିஶ
ܦሺݔሻ݀ݔ (73)
Mientras que para bajas velocidades de migración: 
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Esto produce una ecuación diferencial implícita donde v = R’ aparece a ambos lados de 
la ecuación, involucrada en la expresión que contiene α y β.  
ቐܴ′ሺݐሻ ൌ ܯ ൬
ߛ
ܿ	ܴሺݐሻ െ ௓ܲ ൅
ܥ଴ ߙ ܴ′ሺݐሻ
1 ൅ ߚଶ ܴ′ሺݐሻଶ൰
ܴሺ0ሻ ൌ ܴ଴				
 (79)
Para poder resolver esta ecuación diferencial, hay que expresar la Ecuación (79) de 
manear explicita. Por tanto, hay que resolver la Ecuación (77) de la forma v = v(M, γ, R, 
Pz, C0, α, β). Su resolución es sencilla ya que es fácilmente convertible en un polinomio 
de orden 3. Sin embargo, esto presenta un gran problema, pues un polinomio de orden 3 
tiene 3 soluciones. Denotando Pd = γ/R-Pz, las tres soluciones quedan: 
ە
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓݒଵ ൌ 16ቆെ
	ࣦ
࣢ ൅ 2	ܯ	 ௗܲ െ
√4య ࣢
ߚଶ ቇ
ݒଶ ൌ 112ቆ
		ࣦ	൫1 ൅ ݅√3൯
࣢ ൅ 4	ܯ	 ௗܲ ൅
√4య 	࣢	൫1 െ ݅√3൯
ߚଶ ቇ
ݒଷ ൌ 112ቆ
		ࣦ	൫1 െ ݅√3൯
࣢ ൅ 4ܯ ௗܲ ൅
√4య ࣢ ൫1 ൅ ݅√3൯
ߚଶ ቇ
 (80)
Donde las funciones ࣡, ࣢ y ࣦ son: 
ۖە
۔
ۖۓ ࣡ ൌ ቈെ4ߚ଺൫െ3 ൅ 3ܥ଴ܯߙ ൅ܯଶ ௗܲଶߚଶ൯ଷ ൅ ܯଶ ௗܲଶߚ଼൫18 ൅ 9ܥ଴ܯߙ ൅ 2ܯଶ ௗܲଶߚଶ൯ଶቃ
ଵ ଶൗ
࣢ ൌ ൣ࣡ െ 18ܯ ௗܲߚସ െ 9ܥ଴ܯଶ ௗܲߙߚସ െ 2ܯଷ ௗܲଷߚ଺൧
ଵ ଷൗ 																	
ࣦ		 ൌ ൣെ3 ൅ 3ܥ଴ܯߙ ൅ܯଶ ௗܲଶߚଶ൧√16య 																		
 (81)
Así pues, la solución de la Ecuación diferencial (79) puede tener, en principio, una 
solución real y dos complejas complementarias o tres soluciones reales y positivas. Esto 
presenta un gran problema de resolubilidad, pues la velocidad real solo tomará un único 
valor. Esta singularidad se debe a la unificación de la teoría de Cahn para bajas y altas 
velocidades de migración en una sola ecuación, y es inherente a ella. Para poder elegir 
un criterio de solución se ha estudiado el plano fase {R, R’} de la ecuación diferencial 
(79). Este tipo de estudio plasma el comportamiento que tiene la solución y la relación 
que guarda la velocidad R’ y el radio R, que queda plasmado en la Figura 72. En esta 
figura se muestra en el eje horizontal el radio R y en el vertical su variación R’. El caso 
en el que tanto la fuerza de pinzamiento como la de arrastre de soluto son nulas se 
muestran con línea negra continua a modo de referencia, y cuya integración daría el 
conocido crecimiento parabólico. La figura muestra otras seis curvas, donde el mismo 
color representa la misma relación de los parámetros de arrastre de soluto, siendo la 
línea continua el sistema sin fuerzas de pinzamiento y la línea discontinua el sistema 
con fuerzas de pinzamiento, tal como describe Ecuación (79). Como se puede observar, 
existen casos en los que la curva dibujada muestra tres velocidades reales y positivas, 
para una curvatura R dada. Estas se han denotado como (R’1, R’2, R’3). Dada la forma de 
la curva en este caso, es fácil saber qué condición se debe cumplir para tener estas tres 
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Ahora, es posible elegir un criterio cuando tres soluciones reales y positivas están 
presentes. Por continuación con el caso limite, se ha elegido R’ = max(R’1, R’2, R’3) y 
por lo tanto, se usara este criterio cuando se resuelva la Ecuación diferencial (79). 
No se ha encontrado solución analítica a la Ecuación diferencial (79), por lo que se ha 
procedido a la integración numérica con un integrador Runge-Kutta (RK) de paso 
variable (RK57). Dado que el espacio fase no muestra divergencias, un RK 
convencional garantiza la solución a la ecuación. En la Figura 73 se muestran algunos 
ejemplos del comportamiento del sistema en presencia de presión por arrastre de soluto. 
Como se puede observar, dado un valor de α, el valor de β mueve la solución de la 
variación de R con el tiempo entre una solución mínima β = 0 que actúa de cota inferior, 
y máxima β = ∞, que es el caso de crecimiento parabólico. Todas las curvas con valores 
de β entre (0, ∞) están contenidas entre ambas cotas. Para el caso donde el valor de α es 
mayor, se pueden observar una forma de la curva con un cambio muy drástico en su 
variación. Esto es consecuencia de la singularidad de la ecuación conjunta de Cahn y 
del posterior criterio de selección de soluciones. Se da allí el paso brusco de un régimen 
de velocidad rápido a otro lento. 
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3.4.2 RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES CON ARRASTRE DE SOLUTO 
La inclusión del efecto de arrastre de soluto en una simulación Vértex ha sido 
desarrollada por primera vez para este trabajo. Su implementación es consecuencia 
directa del estudio analítico propuesto en la sección anterior. La resolución algebraica 
de la Ecuación (77) es la clave para modificar el método Vértex, cuyos pasos se detallan 
a continuación. 
Para ello se necesitan realizar dos suposiciones. Primero, que la segregación en una 
frontera es constante y se presenta de manera homogénea a lo largo de toda su 
extensión. Si esto no fuera así, habría zonas de una misma frontera con mayor 
segregación que en otras, lo que contradiría el hecho de que exista una concentración de 
equilibrio. La segunda suposición, es que la dirección hacia donde evoluciona la 
frontera no se ve afectada por la presencia de segregación, siendo solo la magnitud de la 
velocidad la que sufre un cambio. Esto es coherente con la teoría propuesta por Cahn, 
pues supone una fuerza de arrastre de soluto perpendicular a la frontera, por lo que no 
hay pérdida de generalidad.  
Partimos del hecho de que el método Vértex calcula la velocidad y dirección a la que la 
frontera se debería mover únicamente bajo la presión por curvatura. Denotamos pues ݒԦ௜ 
la velocidad del nodo i. Tomado ésta como referencia y su magnitud ݒ௜, la presión en el 
nodo i por la curvatura es ௜ܲ଴ ൌ 	ݒ௜/ܯ௜ donde Mi denota su movilidad. Aplicando esta 
presión en la Ecuación (77) solo hay que resolver el sistema: 
ݒ௜௦ ൌ ܯ௜ ቆ ௜ܲ଴ െ ܥ଴ ߙ ݒ௜
௦
1 ൅ ሺߚ ݒ௜௦ሻଶቇ  (86) 
Tal como se propone en la solución planteada en (80) y el criterio de selección de 
soluciones múltiples descrito anteriormente. Por lo tanto, la solución de la velocidad 
que se debe aplicar al modelo Vértex con arrastre de soluto para cada nodo es: 
ݒԦ௜௦ ൌ ݒ௜௦ 〈 ݒԦ௜〉  (87) 
Donde 	〈	ݒԦ௜〉 denota el vector unitario de ݒԦ௜, es decir, su dirección. 
Las simulaciones realizadas con esta técnica tienen condiciones similares a las descritas 
para el caso de referencia con varios valores de ambos parámetros. La relación de casos 
se muestra en la Tabla 15 clasificándose en función del parámetro  en bajo, medio y 
alto. Cada una, con valores de β que cubren todo el espectro representativo. La 
nomenclatura de cada caso aparece en la primera columna. 
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Tabla 15: Relación de parámetros en la simulación Vértex con arrastre de soluto. 
Caso α (J s/ μm4) β (s/μm) 
   
S1  Bajo        0.1 
S2 Bajo       2.5×10-12 Medio      10 
S3  Alto         25 
   
S4  Bajo        0.1 
S5 Medio  10×10-12 Medio      30 
S6  Alto         50 
   
S7  Bajo        0.1 
S8 Alto      50×10-12 Medio      50 
S9  Alto         100 
   
La Figura 74 muestra una selección representativa de los casos expuestos en la Tabla 15 
y su evolución microestructural. Los casos seleccionados son los S3, S5 y S7 en los 
tiempos t = 0, 1, 20 s. La primera observación es, efectivamente, que el crecimiento de 
grano es mucho más lento al incrementar el valor de α. Pero, en comparación con el 
crecimiento normal de grano (caso de referencia Figura 55) no ofrece diferencias 
significativas. Es decir, la morfología de los granos no cambia sustancialmente por la 
presencia de soluto, sino solamente la velocidad a la que avanza. Este hecho se estudiara 
con los histogramas y la evolución de los parámetros de las distribuciones estadísticas, 
tal como se ha realizado en las secciones anteriores. 
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Tabla 16: Valores estadísticos del test de Kolmogorov-Smirnov para la distribución de tamaños de grano 
con arrastre de soluto.  
 S1 S2 S3 
Tiempo (s) Weibull LogNormal Weibull LogNormal Weibull LogNormal 
(H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) 
0 (1, 6e-3) (1, 2e-50) (1, 1e-3) (1, 5e-44) (1, 2e-4) (1, 8e-39) 
5 (1, 1e-3) (1, 6e-15) (1, 6e-4) (1, 1e-16) (0, 4e-1) (1, 1e-21) 
10 (0, 4e-1) (1, 2e-5) (0, 3e-1) (1, 2e-6) (0, 3e-1) (1, 2e-11) 
25 (0, 8e-1) (1, 5e-4) (0, 5e-1) (1, 1e-2) (0, 3e-1) (1, 5e-5) 
50 (0, 2e-1) (0, 8e-1) (0, 5e-1) (0, 2e-1) (0, 6e-1) (0, 4e-1) 
 S4 S5 S6 
Tiempo (s) Weibull LogNormal Weibull LogNormal Weibull LogNormal 
(H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) 
0 (1, 2e-3) (1, 5e-40) (1, 1e-3) (1, 3e-43) (1, 4e-5) (1, 8e-47) 
5 (1, 1e-2) (1, 2e-16) (1, 4e-2) (1, 4e-17) (0, 2e-1) (1, 5e-38) 
10 (1, 3e-2) (1, 5e-4) (0, 7e-1) (1, 1e-4) (1, 1e-2) (1, 1e-17) 
25 (0, 4e-1) (0, 6e-1) (0, 9e-1) (0, 3e-1) (0, 6e-1) (1, 2e-6) 
50 (0, 4e-1) (0, 8e-2) (0, 6e-1) (0, 1e-1) (0, 8e-1) (1, 5e-2) 
 S7 S8 S9 
Tiempo (s) Weibull LogNormal Weibull LogNormal Weibull LogNormal 
(H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) (H , p) 
0 (1, 3e-3) (1, 1e-49) (1, 1e-3) (1, 2e-39) (1, 2e-4) (1, 1e-38) 
5 (0, 9e-2) (1, 3e-13) (1, 2e-2) (1, 1e-13) (0, 5e-1) (1, 5e-40) 
10 (1, 2e-2) (1, 6e-9) (0, 3e-1) (1, 1e-3) (1, 3e-2) (1, 2e-28) 
25 (0, 8e-1) (1, 2e-2) (0, 2e-1) (1, 2e-3) (1, 4e-3) (1, 3e-10) 
50 (0, 9e-1) (0, 1e-1) (0, 5e-1) (1, 3e-2) (0, 2e-1) (1, 3e-6) 
Las distribuciones normalizadas y logarítmico-normalizada también se han comprobado 
que permanecen invariantes con el tiempo. Dichas distribuciones se pueden observar en 
la Figura 76 para los casos S3, S5 y S7, donde las funciones de distribución Weibull y 
LogNormal con sus parámetros ajustados se muestran para la distribución normalizada, 
y las funciones de distribución ݂ௐ̅,௟௢௚ሺݖሻ y Normal. Los resultados son muy similares a 
los obtenidos en el caso de referencia, por lo que se puede concluir que la influencia que 
la fuerza de arrastre de soluto ejerce sobre la microestructura es principalmente la 
ralentización de su evolución.  
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La inclusión del arrastre de soluto retrasa el movimiento, y por los resultados obtenidos 
aquí, el efecto se puede considerar constante cuando las características de la 
microestructura permiten suponer que pertenece a uno solo de los dos regímenes de 
velocidad. Aparece ahora el concepto de la movilidad extrínseca: la microestructura 
evoluciona tal y como ocurre en el caso de referencia (sin arrastre de soluto), pero con 
otro valor de la movilidad mucho más reducido, es decir, con el valor de la movilidad 
extrínseca. Así, se puede asumir que la Ecuación (77) se sustituye por una expresión 
más sencilla: 
ݒ ൌ ܯ ൬ߛܴ ൅
ܥ଴ ߙ ݒ
1 ൅ ߚଶ ݒଶ൰ ⇒ ݒ ൌ ܯ
∗ ߛ
ܴ  (88) 
Donde M es la movilidad intrínseca y M* es la movilidad extrínseca debida a la 
presencia de arrastre de soluto que puede ser varios ordenes de magnitud menor. Con 
esta simplificación, quedan descritos los casos {α bajo, β alto} y {α alto, β bajo} (ver 
Figura 81), ya que su n-exponente es razonablemente correcto y la distribución de 
tamaños de grano esta descrita correctamente. 
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4 APLICACIONES DE LOS RESULTADOS 
Los resultados obtenidos en crecimiento de grano han sido comparados a lo largo de 
este trabajo de tesis con resultados experimentales en diversos sistemas y diferentes 
tipos de simulaciones. Esto ha permitido afianzar la confianza en los métodos de 
simulación utilizados y comprobar que los resultados obtenidos por medio de 
integraciones analíticas,  representan, efectivamente, la realidad de un proceso físico. 
Dichas comparaciones han tenido un carácter genérico y no se han centrado en un 
sistema concreto de aleación. Por ello, para ilustrar la aplicación final los modelos 
descritos en esta Tesis, se ha seleccionado el sistema Fe-Cr, y por lo tanto, merece un 
capítulo aparte. 
Ha sido imposible encontrar en la literatura datos accesibles de crecimiento de grano en 
sistemas ferríticos de la aleación Fe-Cr. La mayoría de los datos en sistemas Fe o Fe-Cr, 
pertenecen a aceros auténticos, por lo que ni la energía de frontera de grano, ni la 
movilidad pueden ser utilizadas. Por ello, se ha procedido al análisis de experimentos 
propios, y así disponer de primera mano de los datos. Hay que resaltar que el autor de 
esta tesis, por su formación y tipología de su investigación, no ha realizado directamente 
la parte correspondiente al trabajo en el laboratorio y que ha sido el diseño, análisis de 
los resultados y búsqueda bibliográfica, las tareas realizadas. 
La aleación elegida para este propósito es la denominada PM2000 (0.01C-20Cr-5Al-
0.5Ti-0.5Y2O3), nombrada al inicio de esta tesis, y cuyo contenido en cromo produce 
que la estructura ferrítica se mantenga estable hasta temperatura de fusión. Tiene una 
dispersión de partículas itria, incoherentes con la matriz y segregación en las fronteras 
de grano. Dichas características la definen como el material adecuado para la aplicación 
de los resultados analíticos y simulados. 
4.1 RESULTADOS EN LA ALEACIÓN PM2000 
La aleación PM2000 es un material producido por aleación mecánica [128], cuya 
composición se muestran en la Tabla 17. Se produce usando un molino de alta energía, 
con la consecuente consolidación isostática a alta presión y extrusión [2,129]. Muestras 
dilatométricas de 4mm de diámetro por 10 mm de longitud han sido mecanizadas en la 
dirección de la extrusión. 
Tabla 17: Composición química de la aleación PM2000 (wt%) 
Fe Cr Al Ti Y2O3 
73,5 20 5,5 0,5 0,5 
Los ensayos de crecimiento de grano han sido realizadas en un dilatómetro de alta 
resolución Bähr 508D [130,131]. Este equipo garantiza una excelente eficacia 
controlando la temperatura y tiempo para tratamientos isotérmicos así como un rápido 
enfriamiento. Las muestras de PM2000 han sido calentadas a 5 ºC/s hasta 1350 ºC. El 
crecimiento de grano ha sido monitorizado a través de enfriamientos cíclicos en el rango 
de tiempo de 0 a 1200s. Después de cada enfriamiento en helio, las muestras fueron 
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Finalmente, hay que definir el régimen de velocidad al que está sujeta la. La transición 
de regímenes se ha definido previamente en el rango [10-5 – 10-3] m/s de una manera 
general [90]. El máximo de velocidad (al inicio del crecimiento de grano) toma valores 
en torno a 3·10-8 m/s, lo cual permite asegurar que el régimen de velocidad bajo, 
relativo al comportamiento linear del formalismo de Chan (Ecuación (74)). Por lo tanto, 
la presión por arrastre de soluto (Ecuación (75)) se puede simplificar a una relación 
linear con la velocidad, y la velocidad de la frontera de grano queda finalmente descrita 
como: 
ݒ ൌ ܯ ቀߛܴ െ ܲݖ െ ܥ଴ ߙ ݒቁ
⇓			
ݒሺ1 ൅ ܥ଴	ߙ	ܯሻ ൌ ܯ ቀߛܴ െ ܲݖቁ																													
⇓																							
ݒ ൌ ܯሺ1 ൅ ܥ଴	ߙ	ܯሻ ቀ
ߛ
ܴ െ ௭ܲቁ ൌ ܯ௘௫௧ ቀ
ߛ
ܴ െ ௭ܲቁ
							 (90) 
Donde la movilidad extrínseca de la frontera (Mext) queda como función de la movilidad 
intrínseca M, de la concentración de soluto C0 y el parámetro α, todos ellos constantes. 
Se puede aplicar ahora la Ecuación (70), solución de esta Ecuación (90), para estimar la 
movilidad extrínseca de la aleación PM2000, ajustando la curva obtenida a los datos 
experimentales. El valor óptimo se da para Mext = 2 10-13 m4 / J s. Por otro lado, las 
simulaciones por Dinámica molecular realizadas en secciones anteriores permiten 
aproximar los valores de la movilidad intrínseca a la temperatura de experimentación, 
cuyo rango está definido por los limites M ϵ [5·10-9 – 5·10-7] m4/ J s para fronteras no 
singulares, las más comunes y por tanto las que dominan el crecimiento de grano. 
Existen evidencias experimentales [11,22] de que muy pequeñas concentraciones de 
soluto en fronteras de grano modifican la velocidad de la frontera en varios órdenes de 
magnitud. Un simple análisis permite estimar si las movilidades intrínseca y extrínseca 
puedan estar relacionadas únicamente por la presencia de soluto en la frontera de grano. 
Para que la movilidad extrínseca estimada (10-13 m4 / J s.) responda a la Ecuación (90), y 
por tanto, consecuencia de la de la movilidad intrínseca calculada (5·10-8 m4/ J s 
tomando un valor promedio) y la segregación en la frontera, el valor de α debe ser 
aproximadamente de α ≈ 2.5·1013 J s/m4. Ahora, la expresión de la Ecuación (76) 
presenta una compleja aplicación para el cálculo, ya que los mismos parámetros que la 
definen son a menudo difíciles de estimar, pero permite aproximar el orden de magnitud 
final del parámetro α. El potencial de interacción química E(x) y su valor en x = 0 puede 
asumirse igual a la energía de segregación ya calculada E0 ≈ 0.15 eV, y el valor de Nv es 
sencillo de calcular, pues es el número de átomos por unidad de volumen Nv = 2/2.853 
Å-3 ≈ 8.6 1028 m-3. El más impreciso es el coeficiente de difusión D en la frontera. No 
obstante, se puede conocer su valor de literatura [138] de donde se puede estimar que a 
la temperatura de T = 1350º C, el coeficiente de difusión de Cr en Fe está dentro del 
intervalo D ∈ [8.3·10-6, 4.5·10-5] m2/s. Aplicando los datos recopilados, el intervalo de 
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5 CONCLUSIONES 
En este trabajo se han revisado las principales técnicas de simulación que permiten 
estudiar el crecimiento de grano desde diferentes escalas, y cómo éstas se concatenan 
para definir un método completo de estudio de este importante proceso bajo diferentes 
supuestos y condiciones. En este sentido, por medio de la Dinámica molecular, se han 
determinado parámetros intrínsecos de las fronteras de grano en sistemas Fe-Cr como 
son la movilidad y la energía. En una segunda parte se ha abordado el problema del 
crecimiento de grano y los factores que lo afectan más fuertemente, como son el 
pinzamiento de partículas y el arrastre de soluto. No obstante, las dos partes del trabajo 
realizado, aunque interrelacionadas aquí, pueden ser consideradas como partes 
separadas, ya que contienen resultados sólidos e independientes. Por esto, las 
conclusiones de cada uno de los dos bloques se discuten a continuación por separado: 
1- Se ha calculado la energía interna en la familia <110> en el sistema Fe-20Cr 
como función de la temperatura hasta la fusión del material. Los resultados, 
efectivamente, muestran el comportamiento de la relación de Read- Shockley 
para fronteras de ángulo bajo, cuya dependencia con la temperatura es débil. Se 
ha visto que la energía de las fronteras singulares coherente es mucho menor que 
las fronteras no singulares y se mantiene en valores bajos al aumentar la 
temperatura.  
2- El cálculo de la energía libre ha mostrado un comportamiento con la variación 
del ángulo de giro ϕ similar a la que muestra la energía interna. Esto permite 
asegurar que el cálculo de energía interna, mucho más sencillo, es guía para 
conocer la energía libre de frontera de grano, cuyo conocimiento o estimación es 
fundamental para el cálculo de la movilidad. 
3- El cálculo de la movilidad en fronteras en forma de U ha permitido estimar la 
movilidad en el sistema Fe-Cr, donde se ha visto que los resultados relativos a la 
movilidad de fronteras de ángulo bajo y ángulo alto concuerdan con el resultado 
general de Read-Shockley. Un estudio comparativo entre estas simulaciones y la 
solución analítica de su estado estacionario para distintos escenarios de 
dependencia funcional de la movilidad, ha permitido garantizar que el 
comportamiento hallado en la fronteras singulares coherentes <110>(112) Σ3 
109º se debe a una movilidad órdenes de magnitud mayor que la del resto de su 
familia. El estudio detallado de los mecanismos de migración ha posibilitado 
explicar el porqué de este comportamiento. Este resultado desmiente la creencia 
largamente aceptada de que las fronteras singulares tienen una baja movilidad.  
4- Se han estudiado en detalle los mecanismos de migración de todas las fronteras 
de grano de la familia <110>, y se ha visto que las fronteras de ángulo bajo se 
mueven por traslación y aniquilación de dislocaciones, en cuyo avance es 
necesario el giro en bloque de conjuntos enteros de átomos. Esto hace que la 
frontera avance de manera no lineal, en una combinación concatenada de 
avances y estados inmóviles, con lo que la velocidad es baja, y por tanto su 
movilidad también. Por contra, las fronteras de ángulo alto presentan unos  
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mecanismos de migración que se definen como movimientos de conjuntos de 
átomos no correlacionados. 
5- Los resultados obtenidos en el estudio del estado estacionario de las fronteras de 
grano induce a pensar que la rigidez de las fronteras de ángulo bajo y ángulo alto 
no singulares es igual a la energía libre. Se obtiene, sin embargo, un resultado 
diferente al estudiar el caso singular Σ3. Esta dependencia se ha visto que es 
cuadrática, lo cual permite un cálculo sencillo de la rigidez. Además, dada la 
naturaleza extrema de esta frontera singular, es razonable pensar que aquellas 
que no muestren un comportamiento tan especial, tengan una dependencia 
cuadrática o linear.  
6- Los resultados finales de movilidad han sido calculados usando el formalismo 
propuesto por Zhou y Mohles, en el que la relación de velocidad y presión no es 
lineal. Los resultados muestran una energía de activación sensiblemente menor 
que las obtenidas experimentalmente y que puede ser debido a dos factores. El 
primero es la escala de la simulación, que puede inducir efectos de tamaño y por 
tanto introducir cierto error de estimación. No obstante, no hay indicios de que 
otras simulaciones realizadas en sistemas diferentes merezcan esta duda. En 
segundo lugar, es probable que la presencia de una serie de factores externos a la 
movilidad intrínseca modifique los resultados experimentales. Entre ellos, está el 
efecto de la segregación en la frontera, cuya presencia no se da en las 
simulaciones, por lo que no se conoce el efecto geométrico en la misma. Se 
asume que la movilidad calculada corresponde a la del material puro, sin 
factores externos. Es la segregación e impurezas en la frontera la que se asume 
que modifica el valor de la movilidad calculada a través del formalismo de 
Cahn. 
7- Los resultados obtenidos con dinámica molecular se han utilizado para simular 
el crecimiento de grano con el método Vértex, donde las principales fuerzas que 
retardan el movimiento se han introducido en el modelo para estudiar sus 
consecuencias. Los resultados obtenidos muestran la idoneidad del método 
descrito en esta tesis para estudiar el crecimiento de grano, y cómo coincide con 
la muy conocida ley de crecimiento parabólico. Esto ha permitido el estudio 
desde un punto de vista estadístico de las distribuciones de tamaño de grano. Se 
ha podido demostrar la invariabilidad de la distribución normalizada de tamaños 
de grano y se ha derivado con éxito una distribución estadística que describe la 
asimetría que la distribución logarítmica normalizada suele mostrar en la 
literatura en todo tipo de sistemas. Esta asimetría demuestra que la distribución 
de tamaños de grano no puede ser LogNormal sino Weibull, donde el parámetro 
k (de forma) se mantiene constante en torno a un valor de 2.5. Este hecho se ha 
validado con test estadísticos que comparan distribuciones y pueden llegar a 
medir la similitud de dos distribuciones de datos. La conclusión demuestra que 
la distribución Weibull describe mejor la naturaleza de la distribución de 
tamaños de grano que la LogNormal. A su vez, se han determinado las 
interrelaciones de las distribuciones y sus parámetros desde un punto de vista 
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estadístico, y cómo las distribuciones normalizadas solo dependen del parámetro 
k para el caso Weibull) o σ para el caso LogNormal.  
8- Las simulaciones en las que se ha incluido las fuerzas de pinzamiento muestran 
la misma invariabilidad de su distribución normalizada, y el parámetro k decrece 
conforme la fuerza de pinzamiento aumenta. Dicha relación ha sido 
caracterizada de forma que definida una relación entre la presencia de partículas 
(fracción de volumen y radio) y la forma que el histograma de tamaños de grano 
muestra en su estado estacionario. Este resultado ha sido comparado con otros 
calculados con diferentes técnicas de simulación en diferentes sistemas. Por lo 
tanto, el parámetro k es indicador de la presencia de partículas, pues está 
directamente relacionado con las fuerzas de pinzamiento. 
9- Finalmente, las fuerzas de arrastre de soluto han sido incluidas en el método 
Vértex por primera vez en este trabajo. La resolución de la teoría del arrastre de 
soluto de Cahn, con el criterio de elección de soluciones en el caso de la 
singularidad con tres soluciones reales, ha servido para estudiar su efecto en la 
microestuctura. En todos los casos, el parámetro k se mantiene cerca de 2.5, por 
lo que la presencia de soluto no modifica la distribución de tamaños de grano, 
sino solo la velocidad a la que evoluciona. Este resultado redunda en la 
caracterización del parámetro k por presencia de partículas, ya que la 
implicación {partículas ⇒ k decrece} se convierte en una implicación en ambos 
sentidos {partículas ⇔ k decrece}. 
10- Todos los resultados importantes del trabajo de tesis se han aplicado con éxito a 
la aleación PM2000, donde se ha visto que la movilidad intrínseca calculada 
representa realísticamente su valor, así como el cálculo según la teoría de Cahn 
de la movilidad extrínseca, comúnmente medida por experimentación. A su vez, 
la invariabilidad de la distribución de granos normalizada, así como el carácter 
constante del parámetro k de la distribución Weibull han sido estudiados con 
resultados satisfactorios sobre los datos. Finalmente, la relación encontrada entre 
la presencia de partículas y el valor del parámetro k, se ha comprobado como 
cierta en esta aleación. Por tanto, la presencia de partículas puede ser localizada 
y descrita a través del estudio del histograma de frecuencia de tamaños de grano. 
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6 TRABAJO FUTURO 
El trabajo de tesis realizado ha planteado dos grandes bloques de trabajo futuro, tanto 
por las preguntas que quedan abiertas, como por las técnicas aprendidas y desarrolladas 
que permitirán abordar nuevas investigaciones. 
El primer bloque de tesis, cuya técnica fundamental es la simulación por Dinámica 
molecular, ha permitido estimar el valor de la energía de frontera de grano y su 
movilidad en la familia de fronteras giradas <110> en el sistema Fe-20Cr. Este último 
parámetro es el que plantea más dificultad y, a su vez, el que ofrece más variabilidad en 
sus resultados, como se ha explicado a lo largo del Capítulo 2 de la tesis. Hay tres 
subbloques de trabajo bien diferenciados dentro de este ámbito. El primero tratara de 
profundizar en uno de los resultados más sorprendentes de la tesis: la alta movilidad de 
la frontera coherente singular Σ3. Se ha demostrado que la movilidad está gobernada 
por su mecanismo de migración, y no por la energía de la frontera de grano, lo que 
significa que el mecanismo de migración permite este rápido movimiento. Se tratará 
pues de estudiar los mecanismos de migración de otras fronteras singulares y en otros 
sistemas (en FCC con los potenciales interatómicos de Sutton-Chen [140]) para 
generalizar este resultado.  
Un segundo subloque trata de dar una respuesta más precisa a la descripción de la 
rigidez de la frontera (grain boundary stiffness). Este parámetro representa una de las 
claves para la determinación final de la movilidad. La aplicación la técnica que combina 
las celdas mínimas de simulación, se ha visto muy efectiva para estudiar este parámetro. 
Finalmente, se hace necesario realizar un estudio analítico cuyo objetivo es el 
planteamiento de la propia definición de presión en una frontera con curvatura y de la 
formulación que permite el cálculo final de la movilidad. Esto es, la descripción de la 
presión como función de la rigidez de la frontera de grano. Dicha descripción original se 
basa en la definición de una frontera cuya variación es continua a lo largo de su 
curvatura, y por tanto no muestra pasos discontinuos en estructura ni en energía. Una 
frontera de grano curva con un radio relativo a un grano real (R~1-50 μm) se puede 
asumir que es una concatenación de fronteras planas, cuya inclinación varia de manera 
suave. En simulaciones con dimensiones como las estudiadas en este trabajo, la 
variación puede ser continua dentro de unos límites, pero no se sabe qué fronteras 
(planas) están contenidas en la frontera curva, ni si su transición es suave. Una revisión 
conceptual es por tanto necesaria. Como resultado final, se permitiría cerrar un capítulo 
importante en el que el procedimiento completo de estimación de movilidades de 
fronteras de grano quedaría definido. 
El segundo gran bloque del trabajo de tesis está centrado en el proceso de crecimiento 
de grano desde un punto de vista computacional y analítico. Se ha realizado un análisis 
detallado del comportamiento de la media del tamaño de grano, pero no de su 
desviación típica (o varianza). Esta descripción es importante ya que, este parámetro 
completa la descripción estadística de la distribución de tamaños de grano. La inclusión 
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de fuerzas de arrastre o pinzamiento en esta formulación es un reto que merece un 
dedicado esfuerzo. 
Es necesario también extender los modelos analíticos obtenidos en este trabajo de tesis 
acerca de la evolución de tamaño de grano medio, donde las fuerzas de pinzamiento se 
han considerado constantes. Las partículas que pinzan el crecimiento de grano pueden 
sufrir engrosamiento debido a la difusión de átomos, donde se puede asumir una 
dependencia temporal del tipo r(t) ~ t1/3, siendo r(t) el radio de las partículas, si el 
proceso de difusión se produce a través de la matriz o r(t) ~ t1/4 si ocurre a través de las 
fronteras de grano [12]. Por tanto el valor de la presión Pz es variable y la solución 
planteada no comprende este comportamiento. 
Finalmente, el paquete de simulación de crecimiento de grano que incluye el método 
Vértex, va a ser utilizado para simular diferentes situaciones de crecimiento y 
recristalización donde las soluciones analíticas no puedan describir correctamente el 
proceso. Esto es debido a inhomogeneidades en el material, como pueden ser una 
marcada textura, pinzamiento no uniformemente distribuido o las grandes diferencias en 
movilidad encontradas por Dinámica molecular en la primera parte de esta tesis. Una 
vez simulados los procesos bajo diferentes condiciones, será posible desarrollar 
modelos simples que los describan y que permitan realizar inferencias en otros sistemas. 
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